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TransfomiatioD von DifferentialaasdrilekeD erster 

Ordnung zweiten Grades mit Hülfe der verallge« 

meinerten elliptischen Coordinaten. 

(Von Herrn 0. Henrici zu Kiel.) 



llLeiT Hesse hat in der einnndzwaiuigsteii und zweiondswansigsten 
Vorlesung seiner analytischen Geometrie des Ranmes bei der algebraischen 
Behandlung des Problems der Hanptaxen der Curven und Oberflächen zweiter 
^Ordnung die Relationen zwischen den rechtwinkligen und elliptischen Plan- 
oder Raurocoordinaten aufgestellt und die Relationen zwischen den Differentialen 
derselben auf eine Form gebracht, welche die Transformation gewisser Dif- 
ferentialausdrflcke durch EinfQhmng der elliptischen statt der rechtwinkligen 
Coordinaten auf das Engste an das genannte Problem knflpft, indem diese 
Transformation auf diejenige lineare Substitution zurückgefQhrt ¥drd, welche 
jenes Problem löst. Das Verfahren ist fBr die Plancoordinaten kurz das folgende. 

Es werden zuerst die linefiren Substitutionen 

(1.) X^d'x+b^ Y^a'x+b'y 
so bestimmt, dass sie die Gleichungen 

(2.) a^+ff':^r+in, 9(x,y) = (/?o^+Äyr-K^^-€f.sf') = a^-r+i.r 

zu identischen machen. Die X erscheinen dann als Wurzeln der in 1 qua- 
dratischen Gleichung 

»■w=s:Si+;;;fi-i=ö' 

so dass, wenn wir /9^, ßi rechtwinklige Coordinaten sein lassen, die Wur- 
zeln ilf), li als elliptische Plancoordinaten erscheinen. Es wird darauf p. 245 
des genannten Werkes gezeigt, dass die Relationen zwischen den Differentialen 
der ß und X^ wie sie aus 

(3.) v(An) = 0, v^(i.}=0 

folgen, auf die Form der Substitulion (1.) g:ebracht werden können, dass 
nämlich 

Jonrn«! fSr Mathematik Bd.LXV. Heft 1. 1 
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wird, wo A, ondli die Werlhe von i = (ao+^)(«i+^0 für l==h «»d il ^ A, 
bezeichnen. Diese Gleichunfren, welche Folge von fS ) sind, gehen aus den 
Substitutionen (1.) hervor, wenn man 



Jf^ v_ i,/rr!T'J'k 



(4.) x^dß,, y^dß,, X=^{iX,,^k,^, Y^\iK-Kj^ 

setzt. Führt man diese Werthe in (1.) ein, so werden jene Substitutionen 
durch die Gleichungen (3.) erfflllt, und dasselbe gilt von allen Gleichungen 
zwischen den x, y und X^ Y, welche durch die Substitutionen (1.) zu iden- 
tischen werden: sie gehen durch Einsetzen der Werthe (4.) in Differential- 
formeln Ober, welche Folgen der Gleichungen (3.) sind. 

Solche durch (1.) identische Gleichungen sind die beiden unter (2.), 
mittelst deren wir durch Einsetzen der Werthe f4.) dß;^+dßl und (p{dßxi^dßi) 
sofort durch die Grössen h und Xi auseredrfickt erhalten. Hier hat q>(x,yy 
die Form F(a:, y, — (/ioX+/?,y)), wenn F(fi, r, «?) = — «u«^— «lt?'+««>^ Da 

nun, falls A die Determinante von q>{x^y) bezeichnet, "T-^^ic-yyX) die reci- 

proke Function von (p{x,y) ist, so wird auch die Gleichung 
j X* ¥* 

welche aus den reciproken Functionen der beiden Seiten der zweiten Glei- 
chung (2.) gebildet ist, durch (1.) identisch, weil diese Substitution eine ortho- 
gonale ist. Fohren wir hier die Werthe (4.) ein, so ergiebt sich, dass die 
Differentialgleichung 

(5.) F{-^dß,,dß,,lUßi-ßidß,)=^{ß,dß,--ß,dß,f-^oi^dß\^a,dßi,^0 
in 

übergeht* wenn die ß mittelst (3.) durch A«, und A| ersetzt werden, dass also 
ihre Integration durch diese Transformation auf Quadraturen zurückgeführt ist. 
In derselben Weise leitet man aus allen andern Gleichungen, weiche durch 
(i.) identisch werden, entsprechende Transformationen von Differentialaus- 
drflcken ab. 

Mein hochverehrter Lehrer, Herr Prof. Hesse, stellte nun im Winter- 
semester 18|^ im Heidelberger mathematischen Seminar die Aufgabe, die 
analoge Transformation der Differentialgleichung (5.) für den Fall auszuführen, 
wo F{uy f>y w) eine allgemeine quadratische Form bezeichnet. In der damals 
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von mir eingereichten Lösung fahrte ich diesen allgemeinen Fall durch lineare 
Sabstitotion der Form F{Uyf>yW) auf jenen speciellen zDröck, nachdem die 
Grösse V^Ci)? deren Verschwinden die Sobstitutlon (3.) liefert, als reciproke 
Function und die in (4.) eintretende Grösse L als Determinante von F{Uy e^ w) 
-/.(tt^+e^) dargestellt virar. Hierzu bedurfte die von Herrn Hesse zur Ab- 
leitung der Gleichungen (4.) angestellte Rechnung nur einer geringen Mo* 
dification; diese Rechnung selbst ist aber etwas weitläufig, selbst fär den 
obigen speciellen Fall, und in sehr erhöhtem Grade, wenn man dasselbe Ver- 
fahren auf Functionen mit mehr Variabein ausdehnen will. Bei weiterer Be- 
schäftigung mit diesem Gegenstände fand ich jedoch, dass sich dieselbe ver- 
möge der Eigenschaften der Substitution (1.) bedeutend abkürzen und mit 
derselben auch dann ausfahren Itsst, wenn man fBr F(u, v^ w) eine homogene 
Function zwischen n+l Variabeln und fOr «^+e^ oder x^+ff^ in (2.j eine 
ebenso allgemeine Function nimmt. 

Diese Verallgemeinerung der obigen Methode zur Transformation ge- 
wisser DifferentialausdrOcke, sowie die Integration eines Systems von n— t 
Differentialgleichungen erster Ordnung zweiten Grades zwischen n Variabein 
bilden den Inhalt des Folgenden. 

S. 1. 

Der beabsichtigten Transformation liegt das sehr bekannte algebraische 
Problem zu Grunde: 

Man soll diejenigen linearen Substitutionen bestimmen, weiche die 
Gleichungen 

(10 F (yn y2, . . . yj = ^A^x!f,9x = ^i ^i^+i. n+-+i. y:, 

(2.) Fo(yi,y„...yJ = -2'B,,y,y,= 17+ !?+..•+ Y^ 

zu identischen machen. 

Aus der grossen Reihe von Arbeiten, worin dies Problem behandelt 
wird, erwähne ich zwei, nfimlich die Abhandlung von Jacobi: De binis quibus- 
libel etc. (dieses Journal Bd. 12) und die Abhandlung des Herrn Weierstrass 
(Berichte der Berl. Akad 1858), in welcher die Ausnahmefalle, wenn bei 
der gewöhnlichen Behandlung mehrere der Goefficienten l einander gleich 
werden, mit beracksicbtigt sind. Ich fDhre hier diejenigen Resultate der Lö- 
sung an, welche im Folgenden gebraucht werden. 

Die Sobstituüonen mit ihren Auflösungen seien 
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(3.) y, = yal^i+rny^+^+y^n, 
(3'.) Yu = <Juyi+<?2*!r2+-+cy^^, 

ferner seien {A)^ (fi), (^) die Determinanten der Functionen P, F» und 
F— AFü, also 



Dann werden die Coefficienten Xi^ I29 ••• K-^e Wurzeln der Gleichung 

(5.) (^ = (Ä).(i,-i)(A,-A)...(i,-A) = 0. 
Bezeichnet ausserdem {jiS^^) die Determinante {A) fttr A=^^^ so dass {AS^^) 
identisch verschwindet, und {/fl^) die Unterdeterminante von {A^^)^ welche 
dem Elemente Ai^i—h^i^i entspricht, so ist 

(6.) yu : y« : ... : ya = K?) • «) •• - ^ KtO 
für ein beliebiges Suffix h aus der Reihe 1, 2, ... n^ und 

— ST- 

wo 

(8.) h = (Ai-Ä»)(^-^»)-..(i»-.-^»)(Vi-i»)-.-(^-i.)- 
Die Iransponirte Sobstitatioii 

transformirt die reciproken Functionen von (1.) and (2.). Bedeuten also (0«) 

and {ßa) die Unterdeterminanten von (^1) and (B\ so werden durch (9.) die 

Gleichungen 

1 B.* H* H* 

zu identischen. . 

§. 2. 

Seien F(fii, t(2, . . . «1^1) und Fu(«„ «if . . . ti^i) zwei quadratische Formen 
der n+i Variabein »i, Uj^ .*. . u^i 

(1.) F (»„«2, ... «.+,) = .ra,i«,tti = (au, au, ... <^h-i,»+i)(«h «»»••• «^+i)% 
(2.) Fu(«i, «,,... Hh-i) = ^6j««»i = (6u, 6», ... *.+i,f i)(«i» «»♦ ... «.+i)% 



<"•' \li 
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so erhAlt jnan hieraus^ wenn man 

(3.) i#i = jfo «^=y2> ... u, = y«> ti^i = y = -(a?i!fi+a^jf2+-+a:.y.) 

setzt, quadratische Formen der n Variabein yi, y^, ... y» 

(4.) F (yi^ya^ ... y«, y) - (»m ö«, ... «m-i^h-i) (yi^y2i ... y«^ -{a?iyi+a:2y2+-+a?«yj)\ 

(5.) f'üCyiiyav-y.^y) =• (*im ^w^ .•.6«4-i,«+i)(yi9y2v.yo-(«jyi+«2ya+"-»-a?My«))'. 

Um anf diese die Transformation des %. 1 anzuwenden, ordne icti nach 
den y<: 

(4'.) i^(yMy2,...y.,y) = (^u,^i25...4«.)(yi5y2,...y«)% 
(5'.) i^ü(yMy2i...y-,y) = (Äa,Äia,...Äj(jf,,y2,...yO% 

worin 

Dann ist unter derselben Bezeidinung, wie in §. 1, 

die Determinante von i^(yi9y3 9...y«jy) in Bezug auf die n Yariabeln yi, 
y2) ... y» genommen, und jliese ist bis auf das Vorzeichen identisch mit: 



(7.) A = 



»21 






»to 



»1,-+» 
«i,«+i 






a«i 



a.rt 



<^l,l 0»+I.2 



»•• »%.+l «• 

»•+1^ »•+•,»+« 1 



SB, 



a»i 



«. 







Statt diese Detenmnante aas (4.) abzaleUen, will ich «eigen, dass sie —(Ä) 
gleicht. In der That, sobtrahirt man die n+l**, also die vorletzte Yertical- 
reihe mit x, multiplicirt von der ersten, mit xt moltiplicirt von der zweiten 
n. s. f., endlich mit x, moltiplicirt von der »"" Verticalreihe, und verführt 
darauf mit den Horizontalreihen ebenso, so geht A unter Berücksichtigung 
von (6.), und wenn man Ci^^^ a^^^^'-a^l^^x^ setzt, tiber in 

All Ai^ C/| U 











0. 

»■■Cl.*-f 1 1 

1 



A'u 



Ai2 

An 



Au, 



^ ^ 



5 M^mrifis TrmufmwtOim mh 

M dasB, wie behMqplel^ iia Gleidof besteht: 

(8.) {A) = -A 
Eine analoge Gleichheit besteht zwischen d«i Cnlerrieterniin«len von 
(A) nnd A. Ist nimlldi a« der Coeffident von nii^ in ^4 nnd (o^) der von 
Aät in M)^ so ist 

denn wir können beide Unterdeterminanten dnrch Differentiation von A ond 
(A) respectiYO nach On^ nnd ^ bilden, wenn wir die Diffn^ntiation nw anf 
die der Form nadi gleichen Elemente bestehen * also Oi^ nnd a^,^ sowie ^4:4 
nnd Aiü als von einander nnabhingig ansehen. Dann liefert uns die Glei- 
dinng (8.) 

dÄ d(Ä) dA^ dA^ . dA c^A^ , . 

Haben B, (JT), ß^, (fljt) dieselbe Bedevtnng f&r K.(fi.fM- -f.»») 
wie A, (A>. a.4, («a} ft»»" ^ifM^. --f., fS so ist auch hier 

rB)^^B, (J^ = -ß^, 
und ebenso kAnnen wir diese Resultate auf die Form F--lP^ flbertragen. 
denn es ist in doppelter Anordnung 

^jfi- • f.f jf;-i^o(f I, ... y., f ) = (^u-iÄii, ^rt-iBn- ..0(fn yi^ ••• fJ* 

Seixen wir also 



(9.) .i = 






' ar, r, . . . X, t » 

(10.: (yf; -- -1^1 '^.i-^BnAn-iiß.2. .. f^«-i/?«;^ 
so bt 

(11.) {A)^^yi, (^a} = -^/a, 

WO vf^ und [A^) Unterdeterminanten von A und [A] sind. 

Ich mache noch darauf aufmerksam, dass A als die reciproke Function 
von F(»i,.»/,-.. w.^i}— Afli(aMih5..»,^i) angesehen werden k»:;n. in der iiK 
Variabein durch Xi^x^.. /x^i beaachnet sind, aber x.^i = l iresetat ist 
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Die reciproken Functionen in Betug anf die n Variabein ^1,92* 
y, von F(yi,y2, ..•y„y) und /^iCjfi,y2, •..yi.^y)^ nftmlich 

lassen sich in Delernrinantenforai ^ürecl durch die m^i, b^i und Xi darstellen; 
es ist für die erste 



(12.) nvi.ti,,...i.) = -"4" 



»ii • • öi« «i,«+i ^1 ^1 



«•i . . . a^ a^,4.i «, 1^ 



a?! . . a?. 1 

i?i . . . 1?, 

denn man sieht unmittelbar, dass auch hier die Unterdeterminante a^^ von A 
den Coefficienten von tj^r^^ bildet. Mit Hfllfe eines bekannten Determinanten- 
satzes Ifisst sich dieser Ausdruck anders darstellen. Bedeutet a die Deter- 
minante von F(«i^i«2 9-..«Wi) und wird A als Function der x durch 

(p{Xf^X2^...x^^i)^ wo ar,+i = l, bezeichnet, in der Weise, dass 

« = -2'+auö» ... a,+i^+n — j--^ = y(a?ii^9-- ^ol)r 
so sind 
-oy(a?i,a?„...aj.;t), ~ay(fli,ih,...i/;,0) und -^{i?i.y'(a?i)+-+i7,.yVi.)} 

die Unterdeterminanten der Determinante in (12.) 9 welche den letzten vier 
Nullen entsprechen. Die aus ihnen gebildete Determinante 

(^{(p{xi,x^,.,.x,,i).(p{Tii,fi2,...fin,0)-i[tii.ip\x,)+*'^+ 
wird daher = — — .aY(i?i,iya,...i/J, und somit ist 

A^n^2.---^.J-yWn'72,...fMO) L___«__ L, 

wo der Bezeichnung filr A analog 

* = -2'+6„42j..,6,^j^l, - -r^B ^ q>^^{Xi^Xt^ ... Xny\) 

gesetzt ist. 
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§. 8. 

Wenden wir jetzt die Transformation dea $. 1 anf die Formen 
^(!fi9y2^--y«.^y) und^üCyi^y?,..^.,^) an, wie sie im vorigen Parajpraphen 
betrachtet sind, so heissen die Gleichungen $. 1 (l.)) (2.) jetzt 
(1.) .F(y,,g,,...y.,y) = AiFi^+X, !?+... + i.l7, 

(2.) /^o(yi,y2,...f.,f) = y?+ 1?+-+ y.% 

welche dnrch die Substitution 

(3.) 9i ^ raYi+rnY2+-^+ri»Y. 
zu identischen werden; und die transponirte Substitution 

(4.) Hjt = yu%+y2*i72H — Vrnknn 

erfüllt die Gleichungen 

(5-) firit^v^.'^'Vn) = Y+if+---+i7^ 

(6.) /i(i?i,i72,...ilf.) =? Hl+m+-+Bi^ 
In den übrigen Formeln des $. 1 können wir nach den Entwickelungen 
desi vorigen Paragraphen statt der (^4), (J9), (A) und deren Unterdeterminanten 
die A, B^ A und deren Unterdeterminanten aber mit entgegengesetzten Vor- 
zeichen nehmen. Demnach wird 

Die Proportion $. 1 (6.) kann ersetzt werden durch 

(7.) yu:yn:...:y«* = -g5;-:-ö^^-.:-ö57. 

denn weil ^^^ = 0, so j^ind ihre Unterdeterminanten, welche den Elementen 
aus zwei Horizontalreihen entsprechen, proportional, und die Unterdeterminanten 

der letzten Reihe sind J-^ — , \ ^^ , ... \ q^ folglich wird 

(8.) Ar^yi,,:...:A,^ = -^:.^_:. ..:-_-, 

wodurch sich die obige Proportion ergiebt. 

Die Gleichung y/ = 0, wenn A aus §. 2 (9.) genommen wird, be- 
gründlet einen Zusammenhang zwischen zwei Systemen von je n Variabein. 
Die Wurzeln iti, A,, . . . X. der Gleichung sind Functionen der a?i, o^, . . . x^ 
und umgekehrt können die x vermöge der Gleichungen 

(9.) A^'^^Q, ^<'> = 0, . , . ^^-'^O, 
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WO ^"^ immer die Determinante y/ für ^ = Xt bezeichnet, als Functionen der 
l angesehen werden, und zwar als solche, die sich algebraisch darstellen 
lassen, da die Gleichungen (9.) nach den x aufgelöst werden können, wie 
in §. 5 ausgeführt wird. Es sollen jetzt aus diesen Gleichungen die Relationen 
zwischen den Differentialen der x und X aufgestellt werden, um nachher Dif- 
ferentialausdräcke dadurch zu transformiren, dass statt der x als neue Va- 
riabein die X eingefährt werden. 

Da ^^*^ von den X nur Xf, dagegen alle x enthält, folgt durch totale 
Differentiation in Bezug auf alle diese Variabein aus der Gleichung ^^^ =: 

und diese Gleichung geht unter Berücksichtigung der Proportion (7.) Ober in 

(10.) -(»*-äJ7-<'^» = rnäsi;i+y,kdxt-\ — hy»*<te.. 
Der Factor (>« ist bestimmt durch 

dxh dxk 
oder wegen der Gleicbangen vor (7.) 

dxh Ar* 
Der zweite Factor hierin kann leicht durch lit allein ansgedrflckt werden. Be- 
trachten wir wieder ^-^ — als Unterdeterminanten von yi^^^, aber einmal als 

dem Xk aus der Vertical- das anderemal dem aus der Horizontalreihe der x 
entsprechend^ und bezeichnen durch Ljt die Unterdeterminante, welche dem 
letzten Diagonalgliede in ^*^ entspricht, so haben wir nach dem bereits 
angewandten Determinantensatze 

dxh dxk 
folglich wird 

2 1 < 

Journal fOr lütthemAtik Bd. LXV. Heft 1. 2 
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Hierdurch und weil — -^y— = J?/* ist, geht (10.) über in 

(11.) i|/5|/^rfi, = yaifoi+^*rf«,+ •+r^cte,. 

Diese Gleichung, weldie fOr iSr = l, 2, ... i» die Relationen zwischen 
den DiiFerentialen der x und det* X giebt, wie sie aus den Gleichungen (9.) 
folgen, hat genau die Form der Substitution (4.), durch welche wir in (5.) 
und (6.) die Formen A^o%9---^«) ^^^ A(^m^29..-^J transformirten; eine 
Eigenschaft, welche gestattet, eine Reihe von IMfferentialausdräcken erster 
Ordnung zweiten Grades der Variabeln x ohne Weiteres durch die il auszu- 
drücken. Da nämlich die Gleichung (11.) aus den Substitutionen (4.) hervor- 
geht, wenn 

(12.) ri, = dx,, H.^^iB^^^dh 

gesetzt wird, so können wir sagen, dass die Substitutionen (4.), nachdem die 
Werthe (12.) eingesetzt sind, durch die Gleichungen (9.) identisch erfallt 
werden. Dasselbe gilt von allen Gleichungen, welche Folgen der Substitution 
(4.) sind, da diese durch dieselben Werthsysteme befriedigt werden, welche 
der Substitution genügen. Dies giebt den Satz: 

An8 den Gleichungen (5.) und (6.), 90U)%e au» allen übrigen, welche 
durch die Substitution (4.) au identischen werden, entstehen durch Einführen 
der Werthe (12.) Differentialformeln, welche Folgen der Gleichungen 

yfci)=0, ^^>=0, . . . ^-5 = 
sind. 

Hierin haben B und A^^^ die in §. 2. angegebene Bedeutung; es ist 
B die Determinante von Fü(jfi, y%^... y,, y) und Aj, die von F(yi, y,, . . . y„ y) 
-"ijk^ü(yn!f29- .y»>y) '^ Rücksicht auf die it Variabeln yi, y», ... y,, oder 
wir können B und A^*^ als die reciproken Functionen von F^{ui^Ui^...u^i) 
und F{ui^Ui^...u^^i)--'kj,Fi){ui^Ui^...u^^^ betrachten, in denen die Variabeln 
durch 0?!, ^2, ... x.^i, aber a;,^i = l, bezeichnet sind. Ferner ist Z« die 
Determinante von F(fii,fi2, ... «,4-i)-^^*/^o(t»i9 «2,... «,+1), also 

l'k = -2*+ (an — Ä^Äi,) (022-^^621) .-. («-^i,-+^ — ^**iH-i,»+i) 

und 

/* = {h-h){i^-h) ... (i*-i-iO(i*-fi-**) .-. {K-K)^ 
Dieser Satz dient zur Transformation derjenigen Differentialausdrücke, 
welche aus den Formen f(Vi^V2^'"Vn) und /ü(^i,^29 . . ^J sowie aus den si- 
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maltanen Covarianten dieser Formen hervorgehen, wenn in ihnen rj^^äXi 
gesetzt wird. 

Besonders hervorzuheben ist ein specieller Fall der Substitution (9.). 
Wenn nämlich FoCyi? •••!(•,!() = yJ+tfaH \-yl wird, so heisst die Glei- 
chung (2.) y!+y^+-+yi=y/+y2+- +17, die Substitution (3.) wird also 
orthogonal und z:eichnet sich vor der allgemeinen durch eine Reihe merk- 
würdiger Eigenschaften aus, welche sich auf unsere Substitution (9.) flber- 
tragen. So filh die (ransponirte Substitution mit der ursprünglichen zusammen, 
wenn wir die Variabein in beiden mit demselben Buchstaben bezeichnen, da 
jetzt die Auflösungen der Substitution (3.) die Form (4.) annehmen. Setzen 
wir also yi=i% und Yi, = Hi,y so fällt die Gleichung (6.) mit (2.) zusammen, 
da auch /o(^i^i?2^ ••• %)==??i + ^2+*- + '7« wird, während die Gleichung (1.) 
ebenfalls Folge von (4.) wird. Da endlich noch die Determinante (B) = —B 
von Fu gleich 1 wird, so heisst unser Satz jetzt: 

Wenn die orthogonale SubsHlution 

(13.) t7, = y,.ir,+yöi5ra+--+y,.ff., Ä^ = yi*^/i 4-^2*^2 H hTnkVn 

die Gleichung 



(14.) 



|F(ijj,i^,...i^,»j)=(«„,ai»,...«,+,^+,)(i7,,i?„.--»/«,-(ari»/i+«,»?2+-"+aj,i/,))* 



i 



=^x,Hi+irm+-+Km 



identisch erfnUt, $o gehen au» ihr sotoie aus allen übrigen durch (3.) iden- 
tischen Oleichmgen DifferenHalformdn hervor, wen» man 

(15.) i?, = ite„ F»=i|/^£tt» 

setity und diese werden Folgen der Gleichungen 

Hierin ist Jetzt 



(16.) ^« = 



Oll— i» 


an 


' ' Ol. 


«'i,.+l 


Xi 


«11 


On—i-t ' 


. . Ol» 


<»I,.+1 


Xi 


a.i 


Oirt 


. . Ol.— it 


o.,«+i 


a?« 








o«+i,.+i 

1 

2* 


1 
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(17.) L, = 






«I. 

Ö2. 



02,11+1 



Oii^.l,l öi»+i,2 • • • 0»+i,ii öiH-i,»fi 
Es ist bemerkenswerUi, dass 1% hier nur vom »'*" Grade in il;^ ist, wfthrend 
es im Allgemeinen den Grad n+l erreicht, und dieser sinkt noch um eine 
weitere Einheit, wenn a.+,,,+i = 0. 

§4. 

Nachdem im vorigen Paragraphen Regeln angegeben sind, nm Dif- 
ferentialausdrflcke dadurch sn transformiren, dass die or durch die l ersetzt 
werden, sollen jetzt einige Eigenschaften dieser Substitution A^O angegeben 
werden, wobei es meistens genflgen wird, an bekannte Sfttze zu erinnern. 
Ich bezeichne hier Kürze halber die Functionen F {ui ^ u^^ . . . u^j^i) und 
^o(wi,tt2, ..«•+i) durch F und F^. 

Zunächst lässt die Gleichung yf = für i}=:2, 3 eine einfache geo- 
metrische Deutung zu. Lassen wir für ii = 2 die Variabein tii, tfj, u^ Linien- 
coordinaten bedeuten, so repräsentirt die Gleichung F— itFo = mit der will- 
kürlichen Grösse X alle Kegelschnitte, welche von den vier gemeinschaftlichen 
Tangenten der beiden Kegelschnitte F^O, Fo=sO berührt werden. Die 
reciproke Function von F—kFa ist A^ unsere Gleichung yi = drückt also 
dasselbe System in Funktcoordinaten aus und zwar in Cartesischen, weil Xj^l 
gesetzt ist. Legen wir den x die Coordinaten eines festen Punktes bei, so 
liefert ^ = zwei Werthe für X, welche die beiden Kegelschnitte des Systems 
bestimmen, die durch den angenommenen Punkt gehen. 

Während also die x den Punkt in recht- oder schiefwinkligen Coor- 
dinaten angeben, bestimmen die X denselben als Durchschnitt zweier Kegel- 
schnitte, welche vier feste Grade berühren. Das analoge gilt für i» = 3 
im Baume. 

Diese Bestimmung der x durch die X ist im Allgemeinen eine voll- 
kommen bestimmte, doch müssen gewisse Grenzfälle ausgeschlossen werden. 
Damit nämlich alle x durch die X ersetzt werden können, ist einentheils nöthig, 
dass die Gleichung ^ = von keiner der Variabein x unabhängig wird, 
anderntheils, dass dieselbe für keine ihrer Wurzeln i^, A,, ... X„ einen von 
den X unabhängigen Werlh g giebt. Die Bedingungen, unter denen dies ein- 
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tritt, lassen sich als permanente Eigenschaften der Functionen F und F^ durch 
das Verhalten der Determinante L von F—i.F^ ausdrOcken. 

Die Unterdeterminanten von L sind die Coefficienten der x in yl. 
Diese Grösse wird daher nur dann von Xi unabhängig, wenn alle ersten Unter- 
determinanten, welche den Elementen der i'^'' Horizontal- oder Yerticalreihe 
in L entsprechen, identisch verschwinden, wodurch auch L = wird. Femer 
kann A nur dann einen von den x unabhängigen Factor (i'—g) haben, wenn 
alle Coefficienten der x iaji, also alle Unterdeterminanten von L durch diesen 
Factor theilbar sind, in welchem Fall L mindestens zweimal durch (l—g) 
theilbar ist. Geometrisch wird hierdurch bedingt, dass die beiden Curven 
oder Oberflichen F = und F^i^O einen Contact höherer Ordnung oder in 
zwei Punkten einen einfachen Contact haben; letzteres, wenn L den Factor 
(l—g) nur zweimal enthalt*). 

Der Gleichung ^ = kommen eine Reihe weiterer Eigenschaften zu, 
welche durch die Determinantenform von yt bedingt werden. Gleichungen wie 

Pn—^gii • • ' Pir—^gir 
=0 

sind vielfach untersucht, in dieser allgemeinen Form, wo jedes Element die 
Grössen l enthält, von Herrn Hertnite (Comptes rendus 1855), von Herrn 
Clebsch (Bd. 62, p. 232 dieses Journals)* sowie von Herrn Weierstra$s (Be- 
richte der Berl. Ak. 1858), dessen Resultate Herr Christo/fei (Bd. 63, p. 255 
dieses Journals) erweitert und namentlich auf den Fall ausgedehnt hat, wo 
die p„x9 gxx Functionen einer oder mehrerer Variabein sind. 

Unsere Gleichung .// = hat diese Form fAr beide der in $. 2 durch 
{A) und ud unterschiedenen Darstellungen und ist ausserdem symmetrisch. 
Aus beiden Formen können wir Folgerungen für die Realität der Wurzeln 
ili, JI2, ... A, ziehen, doch mag es hier genügen in Betreff der Form (ul) 
§.2 (10.), wo p^xy g^x durch die A^i^ B^i ersetzt werden, welche Functionen 
der X sind, auf die zuletzt citirte Abhandlung zu verweisen, um hier noch 
einige Worte über die andere Darstellung hinzuzufügen. In ^ $. 2 (9.) ist 
r = i»+2 und in der letzten Horizontal- und Yerticalreihe 5^«,«^2=0, p»^n^i^x^y 



*) Vergl. Sylvester, Phil. Mag. 1851, 1., p. 119, wo die yerschiedenen Arten der 
Berührungen zweier Gebilde zweiter Ordnung aus dem Verhalten der Determinante L 
abgeleitet werden, wenn die Gleichungen derselben in Punktcoordinateo gegeben sind; 
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wfihrend die x in den anderen Elementen nicht vorkommen. Dann hin^ 
vorausgesetzt, dass die a,^ und x reell sind^ die Realitftt der Wurzeln X|, 
^2 9 • • • K allein von den 6,2 ab und die Bedingungen dafOr, dass sämmtliche 
Wurzeln von A^O reell werden, ist dieselbe unter der die Wurzeln der 
Gleichung L^O alle reell sind: Es müssen die b^x so beschaffen sein, dass 
Shj,iUjtUi=^Ffi{ui^fhy*n^t) immer dasselbe Zeichen behilt, wenn man die 
u alle reellea Werlhe durchlaufen Iftsst. Nach den Sfttzen der Herren 
Weierstrass und Ckristoffel hat nun eine Gleichung L = unter denselben 
Bedingungen, unter denen ihre sämmtlichen Wurzeln reell sind, die Eigenschaft, 
dass dieselbe nur dann r gleiche Wurzeln g hat, wenn alle ersten Unter- 
determimmten von L durch (i^—gY^^ theilbar sind, uud umgekehrt. Damit 
also die oben ausgeschlossenen GrenzfftUe^ fflr welche unsere Substitution un- 
zulässig wird, nicht eintreten, ist jetzt erforderlich und ausreichend, dass 
sämmtliche Linearfactoren v^n L unter einandier und von Null verschieden sind. 
In dem im vorigen Paragraphen hervorgehobenen Fall, wo 

Fo = fi?+t4+-+i^ 

also immer positiv ist, wird fQr n = 2, 3 das durch F— AFo = reprftsentirte 
System von Kegelschnitten oder Oberflichen zweiter Ordnung ein confocales 
und die l werden daher die von Jacobi unter dem Namen der elliptischen 
Goordinaten in die Analysis eingeführten Functionen der x. Die Gleichung 
^ = giebt,' wenn A die Form $. 3 (16.) erhält, den allgemeinsten Zu- 
sammenhang zwischen rechtwinkligen und elliptischen Coordinaten, wobei es 
gleichgültig ist, ob das System confocaler Gebilde einen Mittelpunkt hat oder 
nicht, indem parabolische Formen von F=:0 und somit des ganzen Systems 
dadurch bedingt werden, dass a.+i,,H-i = 0- Wenn a,+i^,+i nicht verschwindet, 
können wir diesflt Grösse = *-l setzen und F durch orthogonale Substitution 
so transformirra, dass unsere Gleichung yt^O übergeht in 

welche Jacobi zur Einführung der elliptischen Coordinaten gebraucht. 

Die /aco6Jschen Transformationsformeln für die Einführung der ellip- 
tischen Coordinaten sind in ihrer Yollstftndigkeit in dem gegenwärtig in Druck 
befindlichen Hefte seiner Vorlesungen über Mechanik enthalten, von welchen 
ich den hierauf bezOglichen Theil habe einsehen dürfen ; seine erste Bekannt- 
machung über diese Substitution aber findet sich in seiner Note über die geodätische 
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Linie auf dem dreiaxigen EUipsoid. (Berichte d. Berl. Ak. April 1839 und 
Bd. 19. p. 309 dieses Journals.) 

$. 5, 
Der VoUstAndigkeit halber gebe ich hier noch die Auflösung der Sub- 
stitution 

nach den Variablen Xi^ X2^ . . . x^. 

Da die li, il29 . . . ^« die Wurzeln der Gleichung yf = sind, besteht 
die in l identische Gleichung 



1 



= BH,-X)iXr-l)...iX,-X), 



^»+M""^»+I,1 • • • ^»-fl,«+l — ^^»-f l,»»+l ^•4.1 

x'i ... xl^i 

in der -7^ = ar< ist. Die Determinante links soll jetzt durch ^(il), und 

ebenso die früher durch L bezeichnete Determinante Z durch L{k) bezeichnet 
werden^ so dass, wenn ^i, ^3, ... g^i die Wurzeln von lr = sind, 
LW - b{g,^X){g,--l) ... {g.^X). 
Nun wird bekanntlich A{1) ein voUstfindiges Quadrat in Bezug auf die 
x\ sobald die Determinante L{X) verschwindet, also allemal, wenn wir fikr 
X einen der Werthe ^1, ^2, ... 9.+1 setzen, und zwar ist A{g^ das Quadrat 
des Ausdrucks 

worin Luk{g^ den Coefficienteu von ayt'-gibkk in £(9«) bedeutet, wie man auch 

unter Beachtung der Relation "^Ljü^igii^I^hfk'is^ "=- l*w{3i) direct durch Qnadriren 
verificiren kann. 

Durch Einsetzen des Werthes g^ statt il in die obige IdentitM entsteht daher 

woraus fOr t=l, 2, ... n+l zur Bestimmung der x' ein System n-j^l li- 
nearer Gleichungen hervorgeht. Allerdings ist die linke Seile dieser Glei- 
chung der rechten nur proportional, doch können wir den fortgelassenen 
Factor als mit den ar' zusammengezogen denken, da wir schliesslich nur die 

Verhaltnisse f* brauchen. 
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Besonders einfach wird diese Lösung, wenn L{1) schon in lineare 
Factoren zerfilU, wenn also z. B. in ihr alle Elemente mit Ausnahme der in 
der Hauptdiagonale verschwinden, da dann auch alle 1^(9») niit Ausnahme 
von Lii{g,) verschwinden, es wird 



»; = /: 



^(9d 



wo jetzt 

L{9i) = {9i''9)(9i-97) ... {9i-9i-'})(9i- 94-^1) ••• (fl^i-»*+i)^ 
folglich ist 

Hat insbesondere die Gleichung y/ = die Form $. 4. (1.) 

so wird 

L{1) = (aa-A)(a«-A) ... (a^-A), 
ist also pur vom Grade n^ so dass ^.^i unendlich gross geworden ist, wfth- 
rend g, -= a.. wird. Dies hat zur Folge, dass in dem Ausdruck für x< die 
Factoren, welche ^«^1 enthalten, sich heben und 

wird, was mit der Auflösung, welche Jacobi in seinen Vorlesungen über Me- 
chanik giebt, fibereinstimmt. 

§.6. 

Nach den Gesetzen, welche fflr die Bildung simultaner Covarianten 
aufgestellt sind, kann man aus den Gleichungen $. 3. (5.) (6.) eine unbe- 
grenzte Zahl neuer Gleichungen herleiten, welche alle durch die Substitution 
§. 3. (4.) erfüllt werden, und welche daher eine Quelle neuer, durch unsere 
Substitution ^ = identischer Differentialformeln sind. Ich betrachte hier nur 
diejenigen, deren rechte Seiten die Form 

haben, wo xW irgend eine rationale Function von l bezeichnet. Sie lassen 
sich alle aus denjenigen Formen zusammensetzen, in welchen xW^i-'' fflr 
ein ganzes positives oder negatives m, und zu diesen gelangt man unter 
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andern auf dem von Herrn Hesse in seiner analytischen Geometrie des Raumes 
(p. 196) angege))enen Wege. 

Ich gehe auf diese Formen för den Fall nSher ein, wo /I)=i7l+i7i+-+^i 
ist. Da jetzt die Substitution §. 3. (4.) orthogonal wird und in die unter §. 3. 
(13.) übergeht, haben wir die Gleichungen 

(1.) Fo(i7ni72,...i7.) ^Vl+Vl+-+Vl=- BI+ m+-+HU 
(2.) F{rl,,r,,,...rl,,rl) = SA,^rl,r|l ^KHl+hH^+^^KH;, 

welche durch die Substitution 

[17, = y«Äi+yßJ3;+- •+y*.fiL, 



(3.) , 

Hk = rikVi+r2iV2+***+r^Vn 

zu identischen werden. 

Um aus (1.) und (2.) neue Gleichungen zu bilden, welche Folgen 
der Substitution (3.) sind, differentiire man (1.), (2.) oder irgend eine andere 
durch (3.) identische Gleichung total in Bezug auf alle tji und Hi, und setze 
statt der Incremente die partiellen Differentialquotienten von F(i7i, i/i, ...17.^17) 
und ^i-kHk n&ch denselben Yariabeln, also 

iF'(Tii) statt driiy und k^Hj, statt dHu. 

Dass die so gebildeten Gleichungen wirklich durch (3.) erfdllt werden, folgt 
daraus, dass dieser Substitution sowohl genügt wird, wenn man drj^ statt 17, 
und dUjt statt H^ setzt, wie die totale Differentiation von (3«) zeigt, als auch, 
wenn man ^^'(17,) statt 17, und X^Hm statt Hj^ setzt, wie die partielle Diffe- 
rentialion von (2.) nach H^ lehrt, wenn man die 17, vermöge (3.) als Functio- 
nen von Hj^ betrachtet. 

Ich bezeichne die angegebene Operation durch d und mmal wieder- 
holt durch d^y ferner die auf diese Weise aus ^0(171,172, ...i7»^i7) gebildeten 
Functionen durch F^ mit dem Coefficienten Ai'i^ so dass 

<J.Fo = F. = -r^ST>i7,i7i, 
indem der Grad der Formen in Bezug auf die Yariabeln tj nicht geändert 
wird, wohl aber die Ordnung der Coefficienten in Bezug auf die A^i^ und 
zwar steigt diese bei jeder Ausführung der Operation d um eine Einheit, 
weil an die Stelle der Incremente, die von der nullten, die Differential- 
quotienten iF'(i7,) treten, welche von der ersten Ordnung in den A^i sind. 
Es werden daher die A^^^ von der m**'" Ordnung in den A^x und folglich von 
der 2»»*''" in den a?i, rc2, ... x^ sein, und zunftchst stimmt dFo^Fi mit der 

journil flfar üithematik Bd. LXV. Heft 1. 3 
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gegt^emn FnctiM F, ibereia. so dass an -h .4^' = A^^ ist« wibre&d fftr Fo 
.4^ = 0, .^ = 1 genomaieB werdea b;css. 

FAr die traasfonBirtoa Fornea ist ih- Op^ratioa <T leicbt aasgefahrt. 
MB erhilt 

wo die Samaiea Aber die Werthe 1. 2. . . . a für Jr .laszadehaea sind. Es 
wird also darch die liaeare Sabstitatioa ß. aach dif.* Gleichaag 

F«(^i, i;^. ... ij,) = ITBi-r'^iHl-i : KBl 

identisch erfi&Ilt. 

Jacobi giebt fBr die Bildaag der CoefBcienfen J^' (dieses Joarnal 
Bd. 12. p. 20.) die Regel: Setzt man 



p = 



«-r 1 



and drflckl diese symbolische Function der l darch die A^ aus, so wird 

" 3-4« ' ^'* dA^i 

Die succcssire Bildung dieser Coefficienten. wie sie aus der Anwendung der 
Operation d folgt, führt dagegen auf diejenigen Formeln, welche das Malti- 
plicationstheorem für die Elemente der Potenzen von Determinanten giebt 
Wird nämlich aas den A^Jl- die Determinante A^^^ von F. gebildet 

j(») "V-L J^"* J^** J^"^ 

il — ^IL-'^ll ->'*22 • • • ^«i * 

SO besteht zwischen diesen and der Determinante A von F die Relation 

A^'' = A', 
und diese beiden Determinanten sind, wenn man ^4" nach dem Multiplications- 
theorem entwickelt, von Glied zu Glied identisch. Die Rechtfertigung dieser 
Behauptung ist leicht. Setzt man für die nach dem Multiplicationstheorem 
entwickelte Determinante ^*: 

A- = -^±air'a4"^..al:^ 

so hat man zur successiven Bildung der 9|;7^ wegen der Identität A"^ = A.A^~^ 
die Formel 

Fährt man andererseits die Operation ^ an F^., = JS£A^~*^r]irjk aas, so wird 
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Hierin ist der Coefficienl von t]^f]i 



iir-i) 



iCr-I) 



(r-l) 



k i k ■ 

weil beide Summen links dieselbe Bedeutung haben und A^J^ = A\'^ ist. Nun 
ist aber JFr-i = Fr und der Coefficienl von ri^t)x >" ^r isl 2^^?, also 



i^> 



fr-l) 



k 

Wir haben somit für die Bildung der A^^l dasselbe Gesetz gefunden^ 
Mie oben für die 21^?, woraus in Verbindung mit der Bemerkung, dass 
A^rl = 2lty = A^x ist, die bebauplele Identität 

foigl. 

Dieses Bildungsgesetz zeigt auch, dass die A^^i dieselben Grössen 
sind, welche Herr Borchardt*) unter der Bezeichnung a^^^ benutzt, um die 
Discriminanle und die übrigen Ausdrücke, von deren Zeichen die Realität 
der Wurzeln der Gleichung 

ffji — A an • • • »1» 



^ 



abhängt, in die Summe von Quadraten zu zerlegen. Diese Form ist genau 
dieselbe, welche unsere Gleichung (^) = in dem jetzt vorliegenden Fall 
annimmt, wo Fo(ttj, «,,... «,+1) = tt?+f/5+--+ttJ. 

Nehmen wir statt der Gleichung (2.) die aus den reciproken Functionen 
beider Seiten gebildete 

/'(i?t,7/2,...^,) = — ^a,i7;^iji= "X'' + 'X" + -- + -^, 
so erbalten wir aus ihr nach dem obigen Bildungsgeset/i die Gleichung 



1 H* ff* 



Hl 



A? ' 



WO die a^'i^ ebenso aus den a^x gebildet sind, wie die A^^^ aus den ^«^ Da 



H, 



aber £ ~ die reciproke Function von SkiHtisi^ so wird auch fmiVtiVi^-V») 



*) Bd. 30 dieses Journals nnd Bd. 13 des LioueiUeachea Jonrnals. 

3* 
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die reciproke Function von /^»(^dI??? ••• ^.) sein, d. h. es ist a^7^ der Coef- 
ficienl von Aif in der Determinante A^''^ = 2±A^u^A^K..A^Z^. 

Es hält nach diesem nicht schwer, auch diejenigen Functionen der r^ 
zu bilden, welche in Sx{}'i)Hl transformirt werden, wenn /(A) irgend eine 
rationale Function von l ist. Fflr ;f(i) = i^- haben wir nach dem Vorigen: 

Soll die lineare Substitution (3.), welche die Gleichungen (1.)? (2.) 
identisch erfüllt, auch die Gleichungen 

(4.) F^{rii^ri,,...ri^) = 2:A';S} n.rii^^r ^i'+i? m + —¥K H^ 

(5.) /«(i/M^. ... n^) = 2A^;r^rinrii = K^m+K'^m + -+K'^Hi 
zu Identitäten machen, so müssen die Grössen ^J^;^ die durch Entwicklung 
der Determinante 

bestimmten Werthe haben, während 

ist, wo die a^"^ die Unterdeterminanten von ^^"^ bedeuten, oder man be- 
stimmt die aSji^ aus der Entwicklung 

Wenn man in (4.) fttr m die Zahlen 0, 1, 2, . . . m setzt, die so er- 
haltenen Gleichungen mit Constanten h^j k^^i^ . . . fti, Ab multiplicirl und alle 
addirt, femer mit der Gleichung (5.) ebenso verfahrt, so erhalt man: 

Soll ^e Substitution (3.) auch die Gleichungen 

(60 SC,,ri,ri, = ;f(A0J5f? ^x{h)Bi +-+/(^.)Ä% 

(7.) SD^rinrii = «(^)Ä?+;f (^)ft^+.-.+;f(~)/C 
eifBlIen, wenn 



i 

SO muss 



a?> 



sein, wo 4? = Ai, ^^ = 1, ^'r = 0. 

Mnltiplkirt man die Gleichong (1.) mit einer constanten Grösse « nnd 
subtrahirt sie von (2.), so erbfilt man die dnrcli (3.) identische Gleichung 

(80 S{A.i-BB,x)ri,rix = (i.-«)fl?+(A,-«)fi?+-+(A.-OÄ;, 
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in der J?,, = 1, 5,^ = 0. Dieselbe gehl ans (2.) hervor, wenn wir dort 

(9.) A^^ in A„^—B nnd A^ in Jl<— « 

verändern. Diese Yertauschungen dürfen wir auch in allen andern durch (3.) 
identischen Gleichungen vornehmen, weil die Substitution (3.) sich nicht Ändert, 
wenn (8.) an die Stelle von (2.) gesetzt wird. 

Durch diese Yerfinderungen (9.) geht die Determinante A über in 



-A^) = 



All — * Ai2 
A21 Ai2 — fi 



Au 
A 



U 



A^ A^ 



A^-i 



Ca -« an 



(hl 



«22 — « 



«2- 



«i,-+l 
^,«+1 



Xi 

X2 



a-1 
Xi 



»•2 

X2 



a^—e a. 



'«,«+1 



a?« 



^•+1,» ^ji+Jt«+i * 



welche aus —A hervorgeht, wenn man X = £ setzt. Die Grössen a^x werden 
zu den Unterdeterminanten — ^«iC^) ▼on — -/^(O, und somit heisst die aus den 
reciproken Functionen beider Seiten von (8.) gebildete Gleichung 

welche immer noch Folge der Substitution* (3.) ist. 

Legen wir hierin den e verschiedene Werthe «1, «2, ... «, bei, mul- 
tipliciren diese mit Constanten Ai, A3, ... A. und addiren alle, so entsteht 
eine neue Gleichung, in der der Coefficient von H^ aus einer Summe von 
Termen j-37- besteht, also einem rationalen Bruch der Grösse i» gleicht. 

Dies giebt den Satz: 

Soll durch die lineare Substitution (3.) auch die Gleichung 

(10.) ^c.„.,. = |^«+|^B?+.:.+|^« 

erfiOllt werden, wenn iff(l) and xW ^n>e Functionen sind, letztere von 
höherem Grade wie erstere, nnd in Partialbrache xerlegt 

ist, so mnss, yoraosgesetst alle • seloi verschieden, 






Isl 



sein. 
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Wird ;ir(/.)aB:0 durch r gleiche Wurzeln s befriddigl. so kommt in 
der Zerlegung von — ^y^ in Parlialbrfiche die Reihe 

vor. Wendet man nun die Vertnuschnng (9.) auf (7.) an, so entsteht eine 

Gleichung in der der CoefBcient von U^ diese Perm Jg . ' ^. hat nnd dies 
ist in die obige Enhvickelung einzuführen. 

Ist endlich der Grad von y höher als der von Xy so kann man -V^ 
entweder in eine ganze und eine gebrochene Function zerlegen, deren Nenner 
von höherem Grade ist als der Zähler, und für diese die entsprechenden 
Formen bilden^ oder nian nimmt zuerst die reciproken Functionen, in denen dann 
der Coefficienl von //^ gleich -— wird, und kehrt von diesen zu den ur- 
sprflnglichen zurück. Ebenso enthält auch die Gleichung (10.) für den Fall, 
dass xv{X) = i wird, die reciproke Function von (^6.\ wenn x[l) in beiden 
Gleichungen dieselbe Bedeutung hat 

Die hier entwickelten Formeln lassen sich in derselben ^Yeise für den 
Fall bilden, wo t]i{ui^Un. ... u^.^t) wie in $. 2 eine beliebige quadratische 
t**orm bedeutet, nur werden dann die Coefßcienten der Functionen F^(i7,,7a, ... f/J 
und f^(r)t.7i.;,^...Ti^) complicirter. 

§.'7. 
Setzen wir die Werthe §. 3 (15.) in die Gleichung (14.) desselben 
Paragraphen sowie iu die Gleichung 

ein, so erhalten wir die Differentialformeln 

.dx'; + dxl'i [-dxl 

welche Folgen der Gleichungen 

(2.) .f'" = 0, yf<" = 0, . . . ^(" = 
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sind, wenn y/^^^ die Forin §. 3 (16.) hat. Ebenso entsteht aus der Gleichung 
§. 6 (40 

die Differential formei 

gältig für jedes ganzen». 

Es sollen jetzt die folgenden n—i simultanen Differentialgleichungen 
integrirl werden: 

dxl'\'dai+'- + dxl = 0, 

, Fa (rfojj , rfa?2, . . . dx„) = 0, 

Fj (rfiTi, rfx2, ... rforj = 0, 



F„_a(rfa?j ) dx2^ . . . dXf,) = 0, 

welche sämmtlich von der ersten Ordnung aber vom zweiten Grade sind und 
worin ganze Functionen der x die Coefficienten der Differentiale bilden. 

Transformiren wir diese Gleichungen mittelst der Substitution (2.), so 
gehen sie nach (1.) und (3.) in das System 

(5.) £-j^dXl^O, £^dii:^0, ../^^rfAi = 

über, wo die Summen über die Zahlen 1 , 2, ... n für Jr auszudehnen sind^ 
und dieses Ifisst sich sowohl in transcendenter, wie in algebraischer Form 
integriren, wenn man den von Jacobi im 24'**^" Bande dieses Journals zum 
Beweise des ^6e/schen Theorems angewandten Weg einschlagt. Man führe 
zu dem Ende eine neue Variabele t ein mittelst der Gleichung 

(4'.) 4F^^,{dx,,dx,,..,dx„) = {-iydt\ 

welche durch die Substitution (2.) wegen (3.) in 

(6.) ^^*rf;j = (_l)-rf/» 

übergeht, and erinnere sich, dass der Ausdruck 

identisch verschwindet, so lange i<C»»—l, dagegen =(—1)"-' wird, wenn 
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t = ii— 1. In Folge dessen werden unsere Differentialgleichangen befriedigt, 

wenn man 

dl, _ ±VL, 
dt ~ Ik 

Jh. 

dt 



(7.) 



setzt. Diese Werthe Yon 



-2-^ = 0, 
* yLk ' 






genagen aber auch den Gleichnngen 



^« <^* _ ft y ^" <*^* _ f_i 1.-1 



dt, 



sobald den Wurzelgrössen dieselben Vorzeichen, wie in (7.) gegeben werden, 
so dass sie die Gleichungen (5.) und (6.) ersetzen. Da die Variabein sepa- 
rirt sind, findet man ans ihnen durch Integration 

dK 

Vir 



ßi 



- fJL. 
~J /i. 



(8.) 



(-l)-.-r =/^ 






•i. 



+• 



t/ 



A^dA, 









als voUstfindige Integrale von (5.) und (6.) oder (4.) und (4\) mit den n 
willliOrlichen Constanten /?„, /?i, ... /?•-?, t, während die ersten »—1 Glei- 
chungen die Integrale von (5.) oder (4.) geben. 

Die unter dem Wurzelzeichen in (8.) auftretende Grösse Lj, ist eine 
ganze Function von Ij, vom Grade n, deren Linearfactoren in dem hier be- 
trachteten Fall nach §. 4, alle reell und verschieden sind. Die Gleichungen 
(8.) enthalten daher ^6e/sche Integrale erster und zweiter Gattung, und zwar 
die ersten v—X Gleichungen solche erster Gattung, wenn n^2y+2 oder 
= 2v+l. 

Um die algebraischen Integrale zu finden, hat man genau das Jacobi- 
sehe Verfahren anzuwenden, indem man von dem System (7.) ausgeht, ich 
fahre daher nur das Resultat an. Setzt man wie in §. 5 

und 



so wird 
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ein Integral der Gleichnngen (5.), woraus wir die voUstfindigen Integrale be- 
kommenv wenn wir fflr gi irgend n—1 der n Wurzeln von L=^0 nehmen. 
Hierin sind die X mittelst der Gleichungen (2.) wieder durch die x zu er- 
setzen, um die Integrale des vorgelegten Systems (4.) zu erhalten, und diese 
Operation ist ausführbar, weil die Integralgleichung (9.) in Bezug auf Z,, 
^9 ... K symmetrisch ist. 

Da die Vorzeichen in (7.) ganz willkürlich sind, dürfen wir auch in 
den Gleichungen (8.) und (9.) die Vorzeichen der Quadratwurzeln ganz will- 
kürlich wählen. So. erhalten wir aus den n—l Gleichungen (9.), indem wir 
alle Zeichencombinationen bilden, 2**'^ Gleichungensysteme von je fi— 1 Glei- 
chungen. Denken wir uns andererseits die Gleichungen (5.) nach den n— 1 
Verhaltnissen der dl aufgelöst, so erhalten wir auch für diese 2"'"^ solche 
Werthsysteme, da alle Gleichungen vom zweiten Grade sind. Die gefundenen 
Integralgleichungen (9.) und ebenso die transcendenten (8.) geben daher die 
vollständige Lösung der vorgelegten Differentialgleichungen. 

Ganz in derselben Weise wie hier kann man verfahren, wenn statt 
des Systems (4.) irgend n—i andere Differentialgleichungen vorgelegen hütten, 
sobald dieselben vor Einführung der Werthe $. 3 (15.) in der transformirten 
Form aus 

hervorgehen, wenn für i irgend n—i auf einanderfolgende Zahlen gesetzt 
werden, immer wird man wie oben die vollständigen Integrale in transcen- 
denter Form finden können, indem nur die Gleichungen (7.) andere Gestalt 
annehmen. 

Kiel, April 1865. 
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Beiträge zur Theorie der Variation der einfachen 

Integrale. 

(Vou Herrn R. Liptchüst zu Bodo.) 



IM achdem Jacohi in der Theorie der Variation der einfachen eine ab- 
hängige Variable enthaltenden Integrale einen Weg geschaffen hat, auf welchem, 
sobald die Bedingung für das Verschwinden der ersten Variation erfallt ist, 
die Criterien fOr das algebraische Vorzeichen der zweiten Variationen gefunden 
werden können*), ist das Streben verschiedener Mathematiker dahin gerichtet 
gewesen, die von Jacobi ohne Beweis aufgestellten Principien zu begründen, 
vollständig durchzuführen, und auf allgemeinere Fragen der Variationsrechnung 
auszudehnen. Beweise jener Principien haben die Herren Delaunay, Heine, Min" 
ding und andere **) geliefert. Herr Spitzer richtete sein Augenmerk auf die 
definitive Gestalt, in welche die zweite Variation des betreffenden Integrals durch 
die successiven Jacobischen Transformationen übergeht^*). Die Schwierig- 
keit, welche hier noch zu lösen blieb, bestand darin, aus den bekannten Par- 
ticularlösungen einer gewissen linearen Differentialgleichung ein specielles 
System von Lösungen zu bilden, das jenem Zweck der Umformung entspricht, 
und Herr SpHzer suchte die Bedingungen, denen dies specielle System ge- 
nügen muss, auf das Sorgfältigste zu erforschen. Tiefer noch drang Herr 
He$$e in die Natur dieser Bedingungen ein, und stellte dieselben zuerst all- 
gemein als eine recurrirende Folge von Gleichungen darf). Herr Clebsch 
unterwarf die Variation der einfachen Integrale, in denen mehrere abhängige 
Variable vorkommen, einer Untersuchung, und erlangte die zur Entscheidung 
des Maximums oder Minimums geeignete Transformation ihrer zweiten Va- 
riation ff). Diese Transformation setzt wieder voraus, dass aus den bekannten 
Particularlösungen eines gewissen Systems von linearen Differentialgleichungen 
ein besonderes System von Lösun^ren gebildet werde, dessen willkürliche Con- 



^) Bd. XVII, pag. 68 dieses Journals. 

*^ Bd. VI, pag. 209 des LiawriUesohen Journals. Bd. LIV, pag. 68, Bd. LV, 
pag. 300 dieses Journals. 

***) Sitzungsberichte der Wiener Aeademie vom Jahre 1854, pag. 1014. 

t) Bd. LIV, pag. 227 dieses Journals, 
tt) Bd. LV, pag. 254 und pag. S3b dieses Journals. 
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stallten gewissen Bedingungen genügen müssen. In dem ersten diesen Gegen- 
stand betreffenden Aufsatze werden diese Bedingungen in einer einfachen Form 
dargestellt, die aber ausser den willkürlichen Constanten noch andere Elemente 
enthalt, und nicht die Lösung der Aufgabe gestattet^ jene Constanten durch 
eine angemessene Zahl unabhängiger Conslanten auszudrücken. Der zweite 
Aufsatz behandelt diese Aufgabe mit Hülfe des Mittels, dass die Variation des 
einfachen Integrals nach der Analogie der Untersuchungen von Hamilton und 
Jacobi über die mechanischen Probleme auf die Integration einer partielieh 
Differentialgleichung reducirt wird. 

Im Laufe einer Untersuchung, die einen anderen Gegenstand betraf, 
kam ich zu einem Problem der Variationsrechnung, dessen besondere Verbält- 
nisse mir die Vermuthnng erregten, hier müsse sich jene Transformation der 
zweiten Variation unmittelbar und vollständig durchführen lassen. Ein näheres 
Eingehn auf diese Frage lehrte mich, dass dieselbe fQr eine umfassende Gat- 
tung von Integralen einer allgemeinen und einfachen Beantwortung fähig ist. 
Zu dieser Gattung gehören einfache Integrale, bei denen beliebig viele von 
der Integrationsvariable abhängige Grössen und beliebig hohe Differentialquo- 
tienten derselben vorkommen; doch gelten die Einschränkungen, dass zwischen 
jenen abhängigen Grössen keine Bedingungsgleichungen gegeben sind, ferner 
dass die höchsten vorkommenden Differenlialquotienten von jeder derselben alle 
Ton derselben Ordnung sind, und endlich dass wenn man die Function, deren 
Integral variirt werden soll, nach jenen höchsten Differentialquotienten zweimal 
partfell differenliirt und aus diesen zweiten partiellen Differentialquotienten die 
Determinante bildet, dieselbe nicht identisch verschwindet. Wie ich hoffe, 
wird die mitzutheilende Untersuchung die eingeführten Beschränkungen als 
naturgemäss erscheinen lassen; des vollkommeneren Zusammenhangs wegen 
babe ich mir erlaubt, die Darstellung von den Grundlagen der Variationsrech- 
nung aus zu beginnen und für einige der schon bekannten Resultate neue 
Entwicklungen zu geben. 

§1. 

Es seien 9m ^29 . . . 9c> zu bestimmende Functionen der unabhängigen 
Veränderlichen x, und es sei f eine gegebene Function der Grössen x, yi, 

fa^ ••• y« und der Differentialquotienlen -^^^^t,*^ wo a die Zahlenreihe 

1, 2, ... a und b die Zahlenreihe 1, 2, . . . «, wie in dem folgenden durch-* 

4» 
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gehends, durchlaufen soll, dann stellt das zwischen den festen Grenxen p iiad 
q genommene Integral 

(1.) V =y V(x, jfi, y2, ... y.,, jfi,i, ... jfa,M . .. jfi,., ..• lla^)äx 

p 
die Gattung von Integralen dar, deren Variation gegen wirtig nntersncht wer- 
den wird; doch mnss die Function f noch die Bedingung erfQllen, dass die 
aus den partiellen nach y«^. genommenen zweiten Diflerentialquotienten von f 
gebildete Determinante 

nicht identi:»ch verschwindet *). Denkt man sich in die Function / statt y^ 
den Ausdruck y« + ««r« substituirt, in welchem € eine kleine Grösse, to^ eine 
unbestimmte Function von x bedeutet, und nennt bei der nach Potenzen von 
i anzustellenden Entwickelung das Aggregat der in e und in r multiplicirten 
Glieder beziehungsweise np und fV> so verwandelt sich das Integral V bei 
Vemachlissigung der Glieder von der Ordnung e' in das Aggregat 

(3.) Y+iJ^^ih+f^y^^y^dx. 
p p 

Damit nun V ein Maximum oder Minimum werde, muss seine erste Variation 

%f\ds gleich Null werden, und seine zweite Variation isy^y^dx ein fesleg 

p j» 

negatives oder positives Zeichen haben. Da durch die Aenderung von y« in 

y,4 «Ti der DifferentiaiquoUent -^ in den Ausdruck -^^ +«^ = y«,k+ ^m 
aberg^ht« so ist y eine homogene lineare Function der (ii+l)a Grössen 

»u Aptpn Transformation Lmgremge die Gleichung 

^) \\\ \\^\\ VOH in«^ bf^lnnidfUon Fall, wo #= 1 ist, geht diese Dctcrrainante 
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aufgestellt hat. Die Grössen F«,,._| haben die Bede'ntnng 

(5.) ^.>-' = ä^-^-^:;;;;r+-+^-*> ^=^5^' 

Dt8 Verschwinden der ersten Variation e/ V^^ hat nun vermöge der Glei- 



chung (4.) zur nothwendigen Folge, dass die Grössen y^ ^29 • • y<f das System 
von Differentialgleichungen 

befnedigen müssen, und wir fügen die Voraussetzung hinzu, dass die Grössen 
^t.'i ^ti^1 • • • «''«,»-1 durch die Substitutionen x = p und x^q gleich Null 
werden sollen. 

Um der zweiten Variation ^^J'^xpdx eine Gestalt zu geben, welche 

das algebraische Vorzeichen ihres Vl^erthes sicher zu erkennen gestattet, soll 
die Function x^fy welche als homogene ganze Function zweiten Grades von den 
(11+1)0 Grössen to«, tr«,i, . . . 10.,« auftritt, als das Aggregat einer homogenen 
ganzen Function von a unabhängigen Elementen, und des nach x genommenen 
Differentialquotienten einer homogenen ganzen Function der Grössen tc«, te»«!, ... 
tt'«,«~i dargestellt werden. Zur Erreichung dieses Zweckes kann man nach 
Jacobis Vorgang ein gewisses System von linearen Differentialgleichungen ver- 
wenden, das mit dem System (6.) in innigem Zusammenhange steht. Wenn 
das System (6.), das von der Ordnung r sein möge, vollständig integrirt ist, 
und die Constanten der Integration mit c, c, . . . c bezeichnet werden, so gilt 

y 

far eine beliebige von diesen e die Gleichung 

wo, durch die Substitution «?. — —-^ »•,! = -^^ die Function ^ in <^( — ^^ 

3c de \dc / 

Obergegangen ist. Es bezeichne nun js« ein neues System von Grössen, bei 
denen wieder -^rp = s«^ gesetzt wird, und es verwandle sich durch die Glei- 
diong iTg^^Sg.die Function tf/ In V'(a), dann folgt aus der Differentiation des 

y 

Systems (6.) nach der Constante c mit Hinzuziehung von (7.), dass das System 



(7.) 

de öl 
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welches wie f6.) von der v"*" Ordnung fst, durch die Gleichungen 

(8.) «. = ^ 

befriedigt, und wenn a fOr ^ = 1, 2, .. . v beliebige Constanten sind durch 
die Gleichungen 

(9.) ^a=^:^J^- 

de 
allgemein integrirt wird. 

Die für das Folgende wesentlichen Eigenschaften dieser Grössen s« 
lassen sich dadurch erkennen, dass man die Gleichungen (4.), in denen die 
Grössen yi, y,, ... yo dem System (6.) entsprechend bestimmt, die Grössen 
u>i^ 1^2, ... Wa aber vollkommen unbestimmt sein mögen, nach einer Con- 

y 

staute c differentiirt. Wird die für ein beliebiges Grössensystem u^ = u>^ gel.* 
tende Bezeichnung 

(10.) /.,,.-.i(ti) - -gs;7--5^ ai;— +--^ ^5zi -5;^;;^ 

eingeführt, so liefert jene Differentiation die Gleichung 






(11.) 



d_ 
dx 



a(^V^ ^(^\ 



(....-.(•|)».+-+x.,.(-|)«.,.-,)- 



Sobald man diese Gleichung mit der Constante K multiplicirt und nach y von 
1 bis V summirt, so entsteht die Relation 

(ir.) ^)«,.+...+^|^^^«,., = ^U.,,_.w«>.+.-.+;t,.(.)tr..^O» 

in welcher der Werth z^ nach (9.) gleich S^K-^ ist. 

de 
Von dieser Relation (ll"*.) wird nun ein zwiefacher Gebrauch gemacht 

werden. Erstens setze man die unbestimmten Grössen ir« = Sa und summire 
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nach a von 1 bis a; dann stellt die linke Seite von (11'.) nach einer Grand- 
eigenschaft der homogenen Functionen zweiter Ordnung gerade den Werth 
2tp(i) dar, und die rechte Seite ist ein vollstAndiger Differentialquotient. Mit* 
hin kommt 

(12.) 2v/(«) = ^^.Ua,..-i(*)«.+-+;c.,.(»)a^...). 

Zweitens werde statt der Grössen w^ ein System von Grössen f>^ eingeführt, 
welches die Gleichungen (7".) befriedigen soll und vermittelst eines neuen 

Systems von Constanten L durch die Gleichung f>^=^ JS^L-^ dargestellt wer- 

de 
den kann. Alsdann dürfen in (IP.) die Grössen f>^ mit den Grössen i^ ver- 
tauscht werden, und es gelten die beiden Gleichungen 

\^'-+-+^'-' = s(;t.-C)'.+-+;t„(.)..^,), 

Subtrahirt man die linken und die rechten Seiten dieser Gleichungen be- 
ziehungsweise von einander und summirt die Differenzen nach dem Buch- 
slaben ä, so hat die Differenz der linken Seiten nach einer Grundeigenschaft 
der homogenen ganzen Functionen zweiter Ordnung die Summe Null, und es 
entsteht die Gleichung 

(14.) = ^-2;U.,2.-i(a)t>.-Xa,2--i(«>)«.+---+/t,»(*)«.,»-i~;:t,-(«^ 
Dieselbe kann unmittelbar integrirt werden und liefert so die neue Gleichung 

(15.) -2;Ui,2.-i(«) t>t~x.,i-i (<^)«.+ •••+/.,• («)<^.,-i -;:.,. («) V«~i) = Const. 

§2. 

Ehe die so eben angestellten Beobachtungen fflr die Transformation 
der zweiten Variation des Integrals V verwerthet werden, scheint es ange- 
messen, die mit der Zahl r bezeichnete Ordnung des Systems von Differential- 
gleichungen (6.) nflher ins Auge zu fassen. Diese Ordnungszahl hfingt von 
den Gliedern ab, welche die höchsten Differentialquolienten der Grössen yi, 
y^y ••• Vo enthalten. Da nun die linke Seite der Gleichung (6.) aus dem 
Ausdruck F^^^,^^ hervorgeht, sobald 6 = gesetzt wird, so wollen wir all- 
gemein die Aggregate von Gliedern angeben, welche in iPa,2«-» die höchsten 
üAmlich (2ii- 6)***" Differentialquotienten der 91, y^, .. . f/„ enthalten. Es sind 
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abgesehen von dem Ptclor (--l)**^* die Ausdrflcke 

während bei b = fi 

(16-.) F., = ^^^ 

ist. Setzt man also in (16.) b = und successive a == 1, 2, . . . <f^ so hat 
man die Glieder^ welche in der Gleichung (6.) die höchsten Differentialquo- 
tienten der y,, y2^ ... tf„ involviren. Jetzt gilt die Bedingung, dass die aus 

den zweiten partiellen Differentialquotienten ^ — J^ — (wo a' wie a von 1 

bis a gehen) gebildete Determinante J nicht identisch verschwinden darf. Des- 
halb kann nie der Fall eintreten, dass bei dem System von Differentialglei- 
chungen (6.) die Factoren von irgend einem der Differentialquotienten 

in jeder der o Gleichungen gleich Null werden, und daher ist das System 

Differentialgleichungen nothwendig von der Ordnung v^2na. 

Behufs der Transformation der Function y; mögen jetzt na Systeme von 
ß 
Grössen t/« gebildet werden, die fflr s. gesetzt die Gleichungen (T"*.) befriedigen; 

hier soll /9 = 1, 2, . . . fia und -^-p = ti«,» sein. Durch die Gleichung 

(17.) w, = Spu,g 

stelle ich dann die Grössen tr« als lineare Functionen von na neuen Grössen 

ß 

g dar, erhalte aber fflr die letztem na—a Bedingungsgleichungen, indem ich 

die Forderung ausspreche, dass die nach x genommenen Differentialquotienlen 

ß 
der u>^ bis zum (n-iy*** einschliesslich nur. die Grössen g und keine Dif- 
ferentialquotienten derselben enthalten sollen. Dies giebt die Relationen 

4 

dx 
(17-.) /*^* =-2'^«..»^» <^ = -^/»"..«-^ 
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Der Differentialqnolient ir«,« oimmt dann diese Gestalt an: 

ß ß 

(18.) j ^- = ^ß^^,ng, 

^ ^ dg 

Wenn man jetzt zunflcbst in die Function \p statt der Grössen tc«, t9«.i, ... 

«P«.— i diö in (17.) und (17".) gegebenen Ausdrücke, statt der Grösse ip^,, aber 

den Ausdruck C« ciQS (1^0 einführt, so möge daraus der Ausdruck V hervor- 

ß 
gehn. Giebt man hier den Grössen g fAr einen Augenblick die Bedeutung von 

Constanten, so leuchtet es ein, dass der Ausdruck V^ auch dadurch aus der 

Function ^f entsteht, dass man statt der Grössen tr« ein System von Auflösungen 

ß ß 
der Gleichungen (l?''.) substituirt, welches die Form ta^^JSßU^g besitzt und die 

ß ß 
Gleichungen ir«,i = JS^n^^^g für b=: 1, 2, . . . fi zur Folge hat. Unter dieser 

momentanen Annahme tritt die Gleichung (12.) in Kraft, in welcher 

ß ß ß ß 

ra setzen ist. Weil aber die Function V dieselbe Gestalt behAlt, mag man sich 

ß 
die Grössen g mit x verinderlich denken oder nicht, so gilt die Gleichung 

(19.) a?F= ^^.{^/»/•.2-.i(J)J^^i.J+--- + -^/,ZMAW 

ß 
welche aus (12.) entstanden ist, fDr ganz unbeschrflnkte Werthe der g, sobald 

tian nur auf der rechten Seite die angedeutete Differentiation nach x ausfahrt, 

ß 
ohne die Grössen g als verflnderliche zu behandeln. Man erreicht aber den- 

ß 
telben Zweck, indem man zuerst die Grössen g als Functionen von x be- 
trachtet und dann die zu dem frfiheren Ausdruck des Differentialquotienten 
Uasukommenden Glieder durch Hinzufflgung von Gliedern gleichen Werthes und 
«ngleichen Zeichens vernichtet. So erhfilt man aus (19.) die neue Gleichung 

d ß ß ß ß ß ß ß ß 

(20.) / -S.\2ßXaM-i{W9^ßi.% + '^^^ 

I ß ß 

Jmrn«! flr Ifatheinttik Bd. LXV. H.it I. 5 
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Die Einführung der Fonclion V macht es nun möglich, die Transformation der 
Function rp^ wenn ich so sagen darf, in vollkommener Durchsichtigkeit aus- 
zufahren. Um tp aus V zu bilden, lässt man die Werthe von it., ip^i, ... 
^a,n-i ungeändert und setzt nur an die Stelle von ^^ den zweigliedrigen Aus- 
druck &i+^« = ir.,«. Weil aber die Grössen ^. in V nur in der ersten und 
zweiten Potenz vorkommen, so hat man in aller Strenge die Entwickelung 

(21.) 2vr = 2¥'4.a^.|Ji7,+^a^.^-gfg|r^.'fa', 

wo a und a' von 1 bis a gehn, und es Iflsst sich bewirken, dass der Ausdruck 

2W+2S^'^r-rj^ gleich einem voUstfindigen Differentialquotienten wird. Aus 

^^ dW ß ß 

den Gleichungen (17".), (18.), (20.) und der Gleichung •^=' ^ßX.,n{n)g 

wird leicht die Relation 

^^^'^ ^ i ,^J ^ da '' ^ ^ d^i 

+ ^>\^3X,^ii^)9^ß*'.^+-+^ßX.A^)9^P«.„-^^\ 

ß ß 

-S,\SßX^^(i)^2ß«/9-^- + ^ßX,A«)^^ß'^^^M 

abgeleitet. Erinnert man sich nun der Gleichung (15.), so ist klar, dass wenn 
für jede zwei aus der Reihe von 1 bis na genommene diverse Zahlenwerthe 
ß und ß' und ffir einen einzelnen Werth Xq von x die Gleichung 

J* ^f 00 M äf 00 00 

(23.) ^^{x^,^.^t{^)u^-Xa.2^i{^)^^+*-+X^A^^^^ = 

gilt, dieselbe Gleichung fQr ein indefinites x richtig bleibt. Wir legen jetzt 

ß 
den Grössensystemen u^ die Bedingung auf, die Gleichung (23.) in dem an- 
gegebenen Umfange zii erfüllen (wo dieselbe die Anzahl von 2^ Glei- 
chungen reprfisentirt) ; dann verschwindet auf der rechten Seite von (22.1 die 
zweite und die dritte Zeile, und 2¥'+2iS;^i7« wird in der That gleicli 
einem voUstfindigen Differentialquotienten. Hiermit geht die Gleichung (21.) 
in die folgende Gestalt Aber, welche die gewtlnschte Transformation der Function 

w darstellt: 

d ß ß ß ß ß ß ß ß 

2^ = 'JZ^A^ßX.p^i{^)9^1i^^9+'-'^^ßXi^A^)92ßVa.n^ig} 
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Denn man erkennt sofort, das9 

ist. 

Um die Grössen g durch die ursprüngliclien Elemente des Yariations- 
problems anszudrüclten, bat man sich des Systems von linearen Gleichungen 

w^ = SßU^g, 
(25.) ■ "-^ = ^"""^^ 



ß H 



Bu bedienen, und zur Darstellung von 17. der Gleichung 

(26.) 1?. = u)^,-2pH.^^g, 

ß 
Da also die Grössen g lineare Functionen der Grössen id«, w^^^ . . . u?«,..! 

werden, so siebt man leicht, dass bei der Einfährung des Wertbes von tp aus 
(24.) in die zweite Variation 2^f^tlfdx der ohne Integralzeichen darstellbare 

Theii des Ausdrucks verschwindet, weil nach der oben erwähnten allgemeinen 
Voraussetzung die Grössen fc?«, w^^n • • • ^«,.»^1 für ^ = p und fttr a? = ^ den 
Werth Null erhalten. Mithin kommt die Gleichung 

(24-.) 2/Vite=/'i?.^,-^j^,.i7..^. 



$.3. 

Die 80 eben abgeleitete Transformation beruht auf der stillschweigenden 

Voraussetzung, dass Systeme von Grössen ti« aufgefunden werden können, 
welche ffir einen besondem Werth a^ von x die vorgeschriebene Bedingung 

(23.) -2',(x,.i_i(«)«.-;f..ft_,(fi)ii.+-+Xm.(«)«.,.-i-;tM(<»)«».,— « 

erlBllen, und bei denen die sur Auflösung des Systems (25.) gehörige De- 

terminante aus den Grössen ti.^, nicht verschwindet. Denn nur, wenn diese 

ß 
Determinante nicht gleich Null ist, werden die Grössen g bestimmte lineare 

5* 
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Functionen der Grössen ip«, . . . w^^^t* Gegemwärtig werden wir tm$ mit 

ß 
der Aufgabe heeckäfUgem ^ die allgemeiMtem Sgeteme tan Gröeeen n« sn «r- 

mtteln, die den angegebenen Forderungen Genüge leiiten. 

Um asunichst den besondem Werth Xii von x vortheilhafk ansasowShlen, 

erinnern wir an die dnrchgebends geltende Voraussetzung, dass die aus den 

Grössen -^ — J gebildete Determinante J nicht identisch verschwinden 

darf. Weil diese Grösse nur die n*^, das System von Differentialgleichung- 
gen (6.) aber die 2n*^ Differentialquotienlen der Grössen y,, y,, ... y« als 
die höchsten enthält, so kann auch die vollständige Integration des Systems (6.) 
niemals allgemein die Gleichung ^ = zur Folge haben. Man darf daher 
immer zwischen den Grenzen des Integrals T den Werth x^^ so annehmen, 
dass ffir denselben der Werth ^(0) von J nicht gleich Null ist. Bezeichnet man 
nun die Werihe der Grössen fi, ^2? ••• ^o und ihrer sämmtlichen DiffTerential- 
quotienten bis zum (2ii— 1)**^ einschliesslich fflr x=^Xo beziehungsweise durch 

so bilden diese 2na Grössen offenbar ein vollständiges oder unabhängiges 

System von Integrationsconstanten der Gleichungen (6.). 

Aus diesem System lässt sich dann ein zweites unabhängiges System 

ß 
von Integrationsconstanten herleiten, das zur Bildung der gesuchten Grössen «« 

vorzugsweise geeignet ist. Es mögen die durch die Gleichung (ö.) definirten 
AusdrOcke /"«..«-i^ wenn man in denselben statt der Grössen jfi,, y,, ... g^ 
und ihrer Difforentialquotienteu, die bis zur (2ii— IV**^ Ordnung sich erheben, 
die ffir x^x^t eintretenden Werthe (27.) setzt, in die AusdrOcke F^,2— ^(0) 
flbergehn; so haben wir ein solches System in der Reihe von Grössen 

j yi lO) , y, (0 ) , . . • y. (0) ; ... y,,-, (0) , y^,.-! (0) , ... y^,^i (0) ; 

Um BU beweisen, dass diese Grössen in der Thal ein System von unabhän- 
gigen Integrationsconstanten der Gleichungen (6.) darstellen, ist es nothwendig 
und nusreidiond zu zeigen, dass. wenn man die Grössen (28.) als Functionen 
der (Grössen (27.) betrachtet, die Functionaldeterminante der erstem in Bezug 
nur die letztem genommen nicht verschwinden kann. Es lehrt aber eine ein- 
hebe Uuberlegung, dass. da die erste Zeile in (28.) mit der ersten Zefle in 
(•d7.) Idonllsoh Ist. und do die zweite Zeile in (28.) aus n Groppen besteht, 
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in denen die höclislen vorlLonimenden Dilerentialqnotienten der jfi, jfs, . . . y„ 
meeeBäwe von der i»*'"^ . . . (2ii— 1)*^ Ordnung sind, bei der Bildung dieser 
Functtanaldeterminante nur die Ausdrflclce von weientlicher Bedeutung sind, 
welche in F^^^^ die {2n—h)^ Differentialquotienten der y«, jfi, ... y^ ent- 
halten. Aus der gleichartigen Gestalt dieser Ausdracl[e, welche in (16.) und 
(16'.) dargestellt ist, ergiebt sich für die betreffende Pnnclionaldeterminante 
der Werth (^(0))*. Weil nun der Werth J{0) bei uns immer von Null 
verschieden ist, so gilt von dem Werth der Functionaldeterminante das gleiche, 
nnd gerade das sollte gezeigt werden. 

Von nun ab wird angenommen werden, dass die Gonstanten (27.) durch 
die Constanten (28.) ausgednlclit sind, und dass also bei der Integration des 
Systems (6.) die Grössen jfi, . . . y« durch x und durch das System von Con- 

Stauten (28.) dargestellt sind; um dieselben durch das Zeichen e allgemein 
zu bezeichnen, denke man sich 

(28-.) jf.,»_UO)= c , F.,^»(0)= c 

gesetzt. Dann wird für den Werth x = x,i die GrOsse y^^^g = c und 

die Grosse F^2»^% = c werden. Behufs der Bildung des allgemeinen In- 
tegrals der Gleichungen (7^) sei jetzt 

(29.) :% = (jr, ^=6., 
de de 

und es gehe die Function Xa.7m-^% durch Einfahrung dieser Grössen in 
X^7n^%{U) Über. 

Diese Grössen U^ besitzen, wie man leicht einsieht, die folgenden Grund- 
eigenschaften. Erstens wird die Grösse L«,e.i, sobald a;=^x., gesetzt wird, 
fOr a = 1, 2, ... a; 6 = 1, 2 . . . i»; ;^ - h 2, . . . 2iia^ den einsigen Werth 
y=:a+(b— l)o ausgenommen, gleich Null, für y = a4-(b— l)a aber gleich 
der Einheit. Zweitens wird wegen der Gleichung 

die Grösse Xü,7»^{^)^ sobald x=a:^) gesetzt wird, für a=1, 2,...a; B=:l, 2,...f»; 
;^=s 1, 2, . . • 2na, den einzigen Werth / = a + (2ii— 6)a ausgenommen, gleich 
Null, fikr y^a+{2n—i)a aber gleich der Einheit. 



(31.) 
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H 
Es bedeute nun K ein System yon 2n^d^ Constanten« so hat man fBr 
ß 
die Grössen u^ die ganz allgemeine Darstellung 

(30.) i = Jf^Sf^., 

insofern dieselben die Gleichungen (7".) befriedigen mflssen; und in Folge 
von f30.) 

JUu-%{^) = -2'yÄx.,,^|((3r). 

Setzt man hier x^x^^ so gehn nach den Grundeigenschaften der Grössen u^ 
die Ausdrücke rechts in einzelne Constanten Oiher. und es kommt 

ß A«+(*-0<^ ß /J,«+G»-I)ff 

(32.) 11.,,.,= K , Xa.a^i(«)= K 

Zu Anfang dieses Paragraphen ist darauf aufmerksam gemacht worden, dass 

ß 
die aus den Grössen m«,|.i zu bildende Determinante nicht gleich Null werden 

darf. Da aber für « = dVi dieMe Grössen sich in die Constanten K rer* 
u^andehy so müssen diese nothttendig so beschaffen sein, dass die asis ihnen 
IN bildende Determinante nicht verschwindet. Hierauf gestfltzt kann man die 

Grössen K wie folgt durch die Grössen K ausdrflcken 

ß,t^(H^lU ß.l 1,1 ß.n% i,mo 

, ^,}^(?»-l)# ß,l 2.1 /?,«« 2,»« 

(33.) 1 K - KI+-+K l, 



und hoHital dit" völlige Sicherheit, dass die neuen Grössen l stets eindeutig 
b^Kliniiiit sind. 

Vormögt' der Gleichungen (32.) geht die zur EinschrAnkung der n« 
NuftioMtiftlll«' (iloichung (23.)« i^^ sich auf den Werth x — x^ bezieht, in die 
rMitfondf» flbor« welche lediglich die Constanten K enthalt: 

llU) l.( K K^ K K+-^+ K K -- K K ) = 0. 
WvMU mnn hlw dli» Oonslinlen Ä durch ihre Aasdrfleke (33.) ersetst, 
R» rol||l NMP dvm Unmlande, da» die Determinante ans den Grössen K 
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nicht yerschwinden darf, mit Nothwendigkeit, dass zwischen den Grössen l 
«Ue Bedingungs$rieichung 

(35.) 1 = i 
gelten miiss, welche ^^ "" ^ Gleichungen reprfisentirt. 

Aas diesen Betrachtungen geht in aller Streike das Resultat hervor, 
dass man den für die Grössen u^ aufgestellten Forderungen in der allgemeinsten 

Weise gen&gl, indem man erstens für die K ein gan^ beliebiges System 
eon (na)^ Werlhen nimmt, dessen Determinante nur nicht verschwinden darf, 

zweitens ein Sys n von Grössen k bildet, das nur an die Beschränkung (35.) 

gebunden ist, vermittelst dieser Grössen X die Conslanten K durch die 

Gleiehsmgen (33.) ausdrückt, md diese Werthe der K in die Gleichung (30.) 
einßhrt. So entsteht der Ausdruck 

(86.)«i.=^...». K u, +5;.^.jr.«^. K l ü, 

wo o' wui a" von 1 Mt o, (' wtd V von \ bii .. gekn. 

% 4. 

ß 

Nachdem im Vorigen eine vollstlndige Bestimmung der Grössen ti. ge«* 
geben ist^ bleibt es flbrig, die gefundenen Ausdrflcke in die Gleichungen (25. ), 
(26.) und (24"*.) einzufahren. Um den Ausdruck (36.) bandgerechter zu 
machen, werde für jS' := 1, 2, ... na 

g^',t''+<l^-»)a «"+(a»-»'')o ß' 

und« wo es erforderlich sein sQÜie, wieder ^ =s y^^^ gesetzt; dann kommt 

(38.) 11. = JS;.^, K Y, 

ß 
Die Substitution dieser Werthe in (25.) legt es nahe, die g durch neue Grössen 

fi' ß^ß" fl 

(39.) h=^ Sf,K g 

sn ersetzen. Ans (25.) und (26.) wird dann 
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(40.) ("'•.• = -2r^'N,i» 


uai 


(41.) ,. = «.,.-^*f;.iC 



Die Darstellung der Grössen k ans dem System von Gleichunfen (40.) er- 
fordert die Bildung der Determinante ans den Grössen K,|.i, welche R heissen 

möge. Ans der Gleichung (39.) erkennt man aber sofort, dass die Deter- 

ß 
minante aus den Grössen u^^^i gleich dem Product Yon R in die Determinante 

aus den Grössen h ist, welche nicht gleich Null sein darf. Es filllt also die 
zu Anfang des $. 3 ausgesprochene Forderung, dass die Determinante aus den 

Grössen ii«,|., nicht Null werde, mit der Forderung zusammen, dass A nicht 
verschwinden darf. Aus der Gleichung (37.) und den Grundeigenschafken der 

y 

n« folgt unmittelbar, dass R fttr x = Xo^ sobald man die sammtlichen Gonstanten 

A = setzt, den Werth der Einheit annimmt. Es handelt sich also damn, 

wenn den l beliebige Werthe ertheilt werden, die Integration von F= / fdx 

von d^, an nur bis zu solchen Grenzwerlhen p und q zu f&hren, dass innerhalb 
des Bereiehs der Integration an keiner Stelle R — O wird. Unter dieser Vor- 
ausselzung erhilt man die Werthe 



(42.) 









welche in den transformirten Ausdruck der zweiten Tariafion von V 

(94-.) a./Vrf* = .\rs.z,-^^^n.rie^ 

•insutelien tind. Die GrOMon r«, aiu denen die »/« gebildet werdea, kOmieB 
yermOfe der Relationen (88".) nnd (99.) aveliin folgender WM» aü gji if idH 
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werden 

Im Anfange der Untersuchung ist die Forderung ausgesprochen worden, 
dass die Function ip als das Aggregat eines vollständigen Differentialquotienten 
und einer homogenen ganzen Function von nur a unabhängigen Elementen 
dargestellt werde, und diese Forderung ist durch die Gleichung (24.) erfällt 
worden. Denn weil die Determinante J nicht identisch verschwinden darf, 

SO lasst sich die homogene ganze Function 2^2^,-^ — ^ — f^l., der Grössen 

^M iiy • • • »0 in ein Aggregat von den Quadraten von o unabhängigen li- 
nearen Functionen der Grössen ^i, Ij, ... f^ verwandeln. Aus diesem 
Grunde besteht die nothwendige und hinreichende Bedingung daffir, dass der 
Ausdruck (24''.) der zweiten Variation des Integrals V ein festes Vorzeichen 

habe, darin, dass die Function 2^2^,-^ — ~ 1^^«, ein festes algebraisches 

Vorzeichen habe. Wenn diese Function für die Werthe von a? = p bis a: = g 
(d. i. fflr eine endliche Ausdehnung des Gebietes von x) gleich dem Aggregat 
von den Quadraten von weniger als a unabhängigen linearen Functionen der 
Grössen ||, ^2? • • • ^a werden könnte, so Hesse sich durch eine passende 
Verfügung aber die a Grössen k^i, u>2^ ... w^y selbst in dem Falle, dass die 

Function -S^JE^'-s — i ^Ja* ihr Zeichen niemals wechselt, ein Verschwinden 

derselben bewirken. Hiemit würde die zweite Variation von Y verschwinden 
und demnach kein Criterium des Maximums oder Minimums liefern. 

Bonn, den 9. December 1864. 
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Leber die dritte Gattan^ der AMaehen Integrale 

enter Ordnoiig. 

( Vw fierrm iST. Am* in Haue.) 



^\b hSegrüt dritter GM:nf hcicid a e a wir lat^grale dgebraischer 
Fnctioßem. wekbe fbr gewisse Wertke der TarubefaL cnler^ in AtMMMuischer 
Amsirmtkswtix. im keaÜKBte« Pnkiea der Fliehe T logarithnisch unradlich 
ämd. Diese FUkhe steOt die Venwcifnfsvt der betraddeteB algebraischen 
Faatliones dar. lad wir woDea jetat sfeciefl fie btegrale aBtenmchen, fttr 
wekke diese Fliehe T taflack lai— lakiHfdj oder ji = 3 ist. Die Be- 
leieknagsweise, welche Riemmm n sciaer Ahhaadhog iher ^Mscbe Fun- 
ctioMB (Bd. 54 dieses Joanub) eiagefihrt, 8<ril hier aaeh festgehalten und 
diese Abhandlug selbst soll, der Kine wegea, einfach als „Abhandlung"" 
citirt werdea. 

Fftr die folgenden EatwicUaagea siad eiaige Sitae Aber endlich blei- 
bende Integrale and ^-Fnndiraea nöthig, welche hier, da sie in der Ab- 
baadlaag bewiesea sind, nar kara anfgefUirt sa werden brauchen. 

Es existiren Ifer ji =^ 2 awei linear von einander anabhangige endlich 
bleibende Integrale, welche in der Form enthalten sind: 
^ _ r Ona-r^^ä* 

oder durch rationale Transformationen immer in diese Form gebracht werden 
können. Dieselbe ist schon durch die Arbeit Ro$enheims als canonische Form 
eingeitihrt^ und soll auch hier beibehalten werden. Das Radical bezeichnen 

wir kOrxer: 

)\s.l — s.l— *'3.1-rÄ.l-m-s) = j^(», *, /, m). 

Don Zflhler im Integrale bezeichnen wir durch 

«« + 6 == 9>(*)- 

Ailo Functionen tf können linear durch zwei ausgedrflckt werden 

y,(s) = a^s + fti, 

y,(f) = OjS + ij^ 
uihI diihor i«ind ollo Integrale n linear durch zwei ausdröckbar. 
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Die Fifiche T besteht, wegen der Zweideutigkeit der Quadratwarzel, 
aus zwei BlSttem, welche in sechs Yerzweigungsponkten zusammenhangen 

(» = 0, 1, -jr,-p,^, oo). Jeder Punkt ist daher in der FISche T eindeu- 
tig bestimmt durch Angabe des js und des Vorzeichens der algebraischen 
Function s ==- }^(si, k, l, m) ; daher kann ein solcher Punkt durch {9, z) bezeichnet 
werden. 

lieber die Lage der Querschnitte braucht hier nichts angefahrt zu wer- 
den: eine der vielen möglichen Anordnungen lernt man aus der Abhandlung 
von Prym: theoria nova funct. ultraellipticarum, Druck bei Schade, Berlin, 
kennen. Wir bezeichnen die 4 Querschnitte mit (ai), (02}, (&i), (&2)- Jedes 
endlich bleibende Integral u kann man bis auf eine additive Constante be- 
stimmen, indem man die Periodicitätsmoduln an zweien dieser Querschnitte, 
z. B. (Oi), (O}) angiebt. Es werden nun zwei Integrale tf|, U2 bestimmt, so dass 

an (a,) den Modul ni, an (02) den jModul Null hat; und dass 

an (aj) den Modul 0, an (02) den Modul ni hat. Dann sind die Periodicitäls- 
moduln an den Querschnitten (&) bestimmt, nämlich ai,i, aj,2 für ti| und 02,1? 
02,2 für U2. Hierbei ist 01,2 = 02,1 (s. Abhandlung $.20). Diese Gleichung 
0^ = 02,1 entspricht ganz der von Rosenhain (sur les fonctions ultraellipt. de 
deux var. et a quatre per., pg. 435): 

— /" ' ^dx f ^ dx n dx n xdx 

f^ »dx f* dx f^* dx /•"• xdx 

Diese Integrale ii|, u^ werden nun als Argumente der ä^- Function benutzt: 
Lr(iij,u2; = Ä»^»e , 

Oj,M ^1,39 ^a die vorhin erwahi\^en Periodicitätsmoduln. 

Eine solche ^-Function ist, da tii, 112 eine geneinsame Qbere Grenze 
haben, Function dieser Grenze, und als solche in zwei Punkten der Fläche T 

6» 
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gleich Null (Abhandlimg §. 22). Die Lage dieser Punkte bAogt von den in 
tfi, ti2 noch willkärlichen additiven Constanten ab; es seien a[^ »2 die Werthe 
von iii, th in einem Punkte (#i»i), «'/, ctö die Werthe in («2Ä2). In der Folge 
wollen wir jeden solchen Punkt kurz als Punkt a', oder a" bezeichnen; der 
Punkt {s,i) ist hiemach soviel wie der Punkt ti. Die Function 

^(«x— «i — «'/, ««2 — öri — «i'j 

wird dann, bei geeigneter Wahl der Anfangswerthe der Integrale «,, U2 in 
den beiden Punkten a\ a*' verschwinden. 

Hieraus folgt, dass bei dieser Bestimmung: 

Die t^-Function ist gerade, d. h. sie erlangt denselben Werth, wenn gleich- 
zeitig beide Argumente ins Entgegengesetzte verwandelt werden; also ist auch 

d(«;,«;) = ^(ai>0 = o, 

oder, da die Punkte a*, a" beliebige sind, so ist 

sobald die Argumente Ui^ u^ eine gemeinsame obere Grenze haben. Die letzte 
Gleichung ist also als Auflösung der Differentialgleichungen 

anzusehen. 

Jede Function (p = ai+h wird in zwei übereinanderliegenden Punkten 
der Fläche T gleich Null; bei der vorhin genannten Bestimmung der An- 
fangswerthe haben die additiven Constanten in den Integralen tij, u^ solche 
Werthe, dass 

(«;+«;>;+ «2 ) = (o,'o), 

wenn a'^ a!' solche über einander liegende, d. h. zu demselben Werthe von 
J9 gehörige Punkte sind (s. §. 23). Ferner haben dann die Integrale in den 
6 Verzweigungspunkten Werthe 

(fii , ttj) = (1 («; ni + e, aj,i + «2 »1,2) , \ {h ^H «1 «2,1 + ^2 (h,xl) , 
wo f^ £' Null oder 1 und 

*i*i+*2f2 ^ 1 (mod. 2) 
(s. Prym, theoria nova etc. p. 36, oder meinen Aufsatz über Doppeltangenten 
an Curven vierter Ordnung). Der Kürze wegen soll die ^-Function 

d(«,-«,-o,,ii.^-«,-ai), 
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da hier nie von elliptischen 6^- Functionen (solchen mit einem Argumente) die 
Rede ist, mit 

beieichnet werden. Die Function ^{u+a'+a'') ist dann Null in den beiden 
Punkten —a', —^\ oder, nach dem Fräheren, in den Punkten, welche mit 
o'^ a'' respective dasselbe % gemeinschaftlich haben. 

Dies sind neben den bekannten Eigenschaften der ^-Function (Ab- 
handlung §. 17) die SStze, die wir in den folgenden Entwicklungen nöthig 
haben werden. 

Untersuchen wir nun den Quotienten 

Derselbe ist, als Function des Punktes u betrachtet, nur Null in a und un- 
endlich in ßi \%Q ist daher in beiden Punkten logarithmisch unendlich. Zu 
beiden Seilen der Querschnitte (ai), (H}) haben die ^-Functionen gleiche 
Werthe; dagegen ist am Querschnitte (6j): 

+ - 

+ - 

wenn wir durch die unter i^ angebrachten Zeichen +, — die Werthe der 9^ 
auf positiver oder negativer Seite des Querschnittes unterscheiden. Am Quer- 
schnitte (62) finden die Beziehungen statt 

d(tt + ti'-/?) = ^(u+tt'-/?).e~^<^*'«+"»""A)-«2,2^ 
+ — 

Daher hat log^^ wenn wir von ganzen Vielfachen von 2j\% absehen, an den 

Quwschnitten (ai), {a^)^ (6|), (6^) respective die Periodicitätsmoduln : 

Dieselben sind von der Lage des Punktes n unabhängig; ist ^1 der Werlh 
von Q fQr eine andere Lage, etwa fi\ dieses Punktes, so hat daher Igp — igC^i 
an allen vier Querschnitten die Periodicitätsmoduln Null; ferner ist diese Dif- 
ferenz, oder Ig^? als Function von u betrachtet, überall endlich, da Q und 
Pi nur gleichzeitig, und dann von derselben Ordnung, Null oder unendlich 
werden, mithin ist Igp — Ig^i von u ganz unabhängig ; Igp muss, da es von 
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u' gerade so abh&ngt wie von u, die Summe zweier symmetridch geiiaateii 
Ausdrücke sein^ deren einer nur von m, der andere nur von u' abhängt; sei 
9i der in u' stattfindende Werth von jb^ so ist \gQ die Summe zweier In- 
tegrale dritter Gattung, mit den oberen Grenzen z und Zi^ welche wie 
]^(99 k, /, m) verzweigt sind und es muss eine Gleichung geben von der Form : 

C kl 

Wir bestimmen nnii zunficht die rationale Fanctioii f{s). Der Ausdruck: 

ist von «I unabhängig. Wir wählen, um ihn zu bestimmen, «t so, dass 

(«h+«n «.+«;) = (0,0). 
Dann sind Zfihler und Nenner von Q gleich Null und es muss: 

d» '^^(u + u'-ß) 

~ '. &(u + u'-a)»(u + u'-ß) 

nach der Regel behandelt werden, wie der Werth von Brachen von der Form 
•£■ bestimmt wird. Wird Zfihler und Nenner zweimal nach a diSerentiirt, da 
nach einmaliger DiiTerentiation noch beide Null sind, so entsteht: 

d» d» 

Hier ist rechts «,+N| = ii,+i4 = zu setzen, 

(8.) im^ . (,;(_.)y.(.)+,;(_„)^(,))__J._, 
yvenn 

giffotzt wird. Femer 

5« 



Roch, Abeliche Integrale dritter Gattung. 47 

Dies liefert den Werth ffir /*(j5}, welcher in (1.) einzuführen ist. Hier he- 
zeichnen ^l',i(r), etc. die Werlhe — ^Pr^^i ©Ic- Bemerkenswerfh wird 
diese Formel, wenn der Punkt ß mit dem Punkte a ein gemeinsames j6 hat, also 

(«i+A,«,+A) = (0,0) 

ist. Hierfür soll auch allein die fertige Formel hingeschrieben werden, zumal 
bei den analogen Entwicklungen für mehr als vierfach periodische Functionen 
der dieser Annahme entsprechende Fall zugleich der allgemeinste ist. 

Wir betrachten dann den Quotienten Q ==- ^rr-^rr^^ «nd schreiben: 

Berücksichtigen wir, dass 

M entsteht ans (2.), (3.), (4.): 

In der That ist der Nenner von f(», a) Null für » = a; denn da iJ^(«) = 0, 
so ist auch —5^ oder 

^i(«)yi(«)+^;(«)y,(a) = 0. 
Wir kommen nun zur Bestimmung der additiven Constanten in (5.). 

Hierzu machen wir von folgender Eigenschaft der ^-Function Ge- 
brauch, die sofort aus ihren bekannten Eigenschaften (Abhandlung $. IT) her- 
vorgeht; sind nfimlich nii, mj ganze Zahlen, so ist: 

* (t^i+Wi »1,1 +»ia »1,21 t?2+i»ia2,i+m2a2,2) 
_ ~2(ifi,r, + m,r,)^(ifi;a,,i + 2iiiikii,2+nX2)a/ n 

Sind C Md ?i zwei Verzweigungswerthe von »^(», ilr,/,m), und werden a, ä, 
gleich C ini<i ^i gemacht, so ist: 

(7) M*"*"**^ "^ i(«»>»+mia|,i+»hOi,2), 
'tta+«i = i(«4^»+miai2+m2<i2,2), 
«ii, iih, iMj, m2 ganzen Zahlen. Daher ist für diese Werthe von « und Zi: 

*(« + «'+«) '*(«+« + «»') 
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oder mit Benutzung der Werlhe für u+u': 

^^ &% + l'^a) ^ awi«i+2«^,«,-(miml + f»2wi)i^f. 
Die vollständigfe Formel (5.) lautet daher: 

. , ^Cti + t^^-«) 

,g. ) *&^(t, + ii^ + a) 

hierbei müssen ^ und ^, zwei von einander verschiedene Verzweignngspunkte 
sein. Sobald nämlich C=?,, ist für « = ?, äi=C; 

haben jetzt im Verzweigungspunlite 'Q tii und th die Werthe: 

(9.) H*>»+«iai,j+«2«j,2)9 i(*i^»+*ifli,2 + f2flb,2), 
so sind i?(ti+fi' — «) = i^(tt + »' + ß) = 0; der Quotient beider Grössen muss 
nach der Regel behandelt werden fflr Brüche von der Form -jr^ und hat 
jetzt den Werth 

Wird lg(— l) = ?Ti gesetzt, so lautet jetzt die vollständige Formel (5.): 

Aus den Formeln (8.) und (10.) kann man die Werthe der ganzen Integrale 
dritter Gattung entnehmen: ß\s ganze Integrale sollen die von einem Verzwei- 
gungspunkte ^ bis zu einem andern erstreckten Integrale bezeichnet werden. 

Aus (10.) folgt, wenn z^Zi = 7i gesetzt wird, und rj einen von ^ 
verschiedenen Verzweigungswerth bezeichnet, in welchem «i, «2 die Werthe 
haben : 

(11.) i(Vl^»+^?l«I,l + ^2«L2), l(^>« + »?|Ä,a + ^2«^v)^ 

(12) »/'t^^ " 4(,.-.,).,+4fe-^)«.. 
In der Nähe von z = a ist 

Unser Integral kann daher um ganze Vielfache von 2ni verschiedene Werthe 
erlangen; dasselbe gilt für lg |:'^ \ *^ "^^~^^•^ ^"^ ^^ können daher auf der rech- 
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ten Seite yon (12.) auch solche Vielfache addirt werden. Durch Division mit 
2 wfirde dann unser ganzes Integral in (12.) möglicher Weise um ni andere 
Werthe erlangen, und dies darf, wenn das Vorzeichen von ^(li, k, l, m) fixirt 
ist, nicht stattfinden. Die genauere Bestimmung wäre durch die Formel (8.) 
möglich, indess werden. wir später auf anderem Wege kflrzer hierzu gelangen. 
Ist j» = a selbst der Verzweigungswerth ^^ so haben a^, a, die Werthe 
(9.) und es ist: 

\ ^ »(u + u' + a^ 

(13.) U 26,(ti|+wi-«,)+26,(ti2+ii;--a2)+6i(Aiai,i+S2ai,0+«2(«ia2,i+^^ 

(= m4-26i(fi,+ii;)+2f,(fi,+fi;), 
von ganzen Vielfachen von 2m abgesehen. Daher ist jetzt 

(14.) f{z,a) = 2«,9),(Ä)+2«ay2(«). 
Wir haben bis jetzt den Ausdrucii 

'^^(ti + u' + a) ^^»^(a + u+iir) 

als Function von j5 und j5i betrachtet. Derselbe hat, als Function von a an- 
gesehen, ganz ähnliche Eigenschaften. Er ist dann ein Integral dritter Gattung, 
aber nach a integrirt, welches in den vier Funkten logarithmisch unendlich 
wird, die zu a = 2^ a = «i in der Fläche T gehören. Dies Integral hat an 
den Querschnitten (ai), (o,) die Periodicitätsmoduln Null (oder ganze Vielfache 
von 27ii), an (6|), (62) die Periodicitätsmoduln: 

4(ii,+iil), ^{tH+vk). 
Das Integral kann daher als eine Summe zweier Integrale angesehen werden, 
von denen das erste nur in a = js logarithmisch unendlich wird, und an den 
vier Querschnitten (aj), (0^2), (60, (62) respective die Periodicitätsmoduln hat: 

0, 0, 4tii, 4fi2. 
Das zweite Integral muss dann in a = j5| logarithmisch unendlich werden, und 

die Periodicitätsmoduln 

0, 0, 4«;, 4i4 

haben. Jedes dieser Integrale hat also genau die Eigenschaften, wie die vorhin 
entwickelten Integrale, nur a und j5^ oder respective a und jsi mit einander 
vertauscht. Setzen wir (nach (6.)): 

(\^ \ f(n «^ - <»(t^)y:(«) + 2^u(ti)y,(a)yt(a)+^:2(u)yKa) 

(10.; na,%) - - *;(ti)9.(a) + *;Cu)».(a) 

Journal für Mathematik Bd. LXV. Heft 1. 7 
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SO muss sein: 

**(« + ti'+a) J V(a,k,l,m)^J |/(o, *, /, m) + ^"°^** 
Der Werth der Constanten bestimmt sich einfach, wenn wir als Anfang der 
Integration den Verzweigungswerth ^ nehmen, in welchem «i , cti die Werthe 
(9.) haben. Dann ist der Werth der linken Seite nach (13.) gleich 

m+2«.(tt. + tt;)+2e,(«,4-«i); 
die vollständige Formel ist folglich: 

/ j»(H + u>-a) 

'•f^Cu + a'H-«) 

Die Vergleichung dieser Formel mit (8.) oder (10.) giebt die Verlauschung 
von Parameter und Argument fflr Integrale dritter Gattung. Man kann aber, 
und dies ist bemerkenswerth , die Gleichheit von nur zwei Integralen her- 
stellen, statt der Gleichheit von Summen zweier Integrale. Legen wir in (10.) 
den Punkt «i nach ^, so wird nach (14.): 

A«>»i) = 26i<jpi(a)+2€2y2(a) 
und wir erhalten: 



/■ 



;^^+'^--+'^«' 



Rechts fallen die Werthe von u[^ t4 heraus, da Zi gleich ^ ist, und es entsteht: 

Diese Formel liefert jetzt auch die genauen Werthe der ganzen Integrale. 
Legen wir nämlich « nach dem Verzweigungspunkte ^^ in welcaem ti|, th 
die Werthe (11.) besitzen, so ist, analog (14.): 

und die AusfQhning der Formel (17.) ergiebt: 

^*®'^ fv^^ ^ 2(i?i-o«i+2(%-^2)«.+((^iVi+^;i?i)+(^2i?;+^^ 

Wie schon erwAhnt, ist: 

«i«i+«2«2 = i7i^i+%^i = l, (mod. 2); 
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die Integrale können nun immer um beliebige ganze Vielfache von 2m ge- 
ändert werden; addiren wir, was daher erlanbt ist^ auf der rechten Seite von 
(18.) den Werth 

so geht (18.) aber in: 
(19.) •{ VQijkshm) 

Der Factor von ni ist congruent 1 oder nach dem Modul 2, je nachdem 



f. 



eine gerade oder eine ungerade Charakteristik hat, mit Charakteristik nach 
Riemann den Coroplex bezeichnet: 






Aus diesen jetzt entwickelten Formeln kann man die Darstellung der Integrale 
zweiter Gattung entnehmen. Hiermit, sowie mit den Ausdrficken der Inte- 
grale dritter Gattung der allgemeinsten algebraischen Functionen will ich mich 
ein anderes Mal beschäftigen. 

Halle, 1865. 
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Beitrag zur Theorie der ebenen Rouletten. 

(Von Herrn JR. Hennig zu Gnesen.) 



JtColU auf einer ebenen Cnrve als Basis eine andere ohne zu gleiten, 
so beschreibt jeder mit der letzteren fest verbundene Punkt eine gewisse Bahn, 
Roulette genannt. 

Betrachtet man beide Curven als Grenzen von geradlinigen Polygonen, 
so ist die Roulette Grenze eines Polygons von lauter Kreisbogen, woraus 
folgt, — da der Kreisbogen und die Roulette in dem entsprechenden Punkte 
dieselbe Tangente haben — , dass die Normale einer Roulette in einem be- 
stimmten Punkte derselben stets durch den augenblicklichen Berflhrungspunkt 
der Grund- und RoUcurve hindurchgeht. 

Ist dieser zugehörende Berfihrungspunkt, wie hier vorausgesetzt wird, 
fflr jeden Punkt, der Roulette bekannt, so ist durch ihn die Normale und also 
auch die Tangente fflr jeden Punkt der Roulette bestimmt. 

Im Folgenden soll zunächst die Bestimmung und einfache geometrische 
Construction des Krflmmungsmittelpunktes — als des Schnittpunktes zweier 
unendlich nahen Normalen — für einen beliehigen Punkt einer Roulette her- 
geleitet werden, wenn ausser dem zugehörenden Berührungspunkte noch die 
Krflmmungskreise der Grund- und Rollcurve in demselben gegeben sind. 

Die Anwendung dieser Construction auf die einfachen Kreisrouletten 
wird zu Folgerungen führen, deren Verallgemeinerung den weiteren Inhalt 
dieser Notiz ausmacht. 

I. ConBtrnction des ErttmmungskreiseB bei Rouletten. 

A. Es werde zunfichst der Fall betrachtet, in welchem die Grund- 
und die Rollcurve Kreise mit den Radien JR und r sind, und der die Roulette 
als Bahn beschreibende Punkt P auf dem Umfange des rollenden Kreises liegt, 
also der Fall der gewöhnlichen Kreisrouletten (Epi- und Hypocycloide). 

Alle Punkte des rollenden Kreises beschreiben congruente Rouletten, 
jedoch in anderer Lage; insbesondere beschreibt der dem Punkte P diametral 
gegenüberliegende Punkt des rollenden Kreises Q, der Gegenpunkt von P, 
eine Roulette, welche in Bezug auf die Roulette des Punktes P deren Gegen- 
roulette heisst. 
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Ist G der augenblickliche Berölirungspunkt, so ist der Winkel PGQ 
immer ein Recliter« also die Tangente der Roulette in P parallel der Normale 
der Gegenroulette in Q und umgekelirt. Die Tangenten beider Curven in 
P und Q schneiden sich auf dem Rollkreise in T, dem Gegenpunkte von G. 

Dann hat man den Satz: (Fig. 1.) 

Die Verbindungslinie des Mittelpunktes M des Grundkreises mit dem 
Gegenpunkt Q eon P schneidet die Normale PG im Krümmungsmittelpunkte K 
f»r den Punkt P der Roulette. 

Beweis. Es ist zu zeigen, dass ^i?* i* 

K der Durchschniltspunkt zweier un- 
endlich nahen Normalen der Roulette im 
Punkte P ist. — P sei ein Punkt der 
Roulette in der Nfihe von P^ Q' sein 
Gegenpunkt, ff der zugehörende augen- 
blickliche Berflhrungspunkt, T der Ge- 
genpunkt von ff. Man ziehe die Nor- 
male Fffy welche die erste Normale in 
K" schneidet und selbst von MQ' in K' 
geschnitten wird ; femer ziehe man KK'^ 
QQ' und die Tangenten TQ und TQ', 
welche sich in Q" schneiden. Die bei- 
den Dreiecke QQ"Q' und KK''K' sind einander fihnlich, weil ihre Seiten be- 
ziehlich parallel sind. Es ist nämlich PGKK" parallel TQQ'', FffK^'K' 
paraUel rQ"Q' und, weil MK:MQ = MG:MT=^R:R±2r^Mff :MT' ^ 
MK' : Miy, auch KK' parallel QQ'. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke QQ"Q' 
und KK"K' und ihrem constanten Verhältnisse folgt, dass sie gleichzeitig 
unendlich klein werden, also ist K die Grenzlage von K", wenn der Punkt 
F sich dem Punkte P und somit Q' und Q" sich dem Punkte Q als Grenze 
nflhem. Also ist K Mittelpunkt des Krflmmungskreises der Roulette fflr den 
Punkt P*). 

Aus dieser Herleitung ergeben sich nuf einfache Weise folgende be- 
kannte Beziehungen. 




*) Auf andere als die obige Weise hergeleitet geben diese Construetion: von 
Gersiner Handbach der Mechanik. Wien 1834. Band 3. S. 42 und 43. Zehme, 
Blemeniare und analytische Behandlung der verschiedenen Cycloiden« Iserlohn und 
Elberlfed 1854. 
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1. Die Evolute einer Kreisroalette ist eine der Gegenroulette ahnliche 
und mit dem Mittelpunkt des Grundkreises als Äusserem Aehnlichkeitspunkt ähn- 
lich liegende Curve, der Grösse nach sich zu dieser verhaltend wie R:R±2r, 
wo das obere Zeichen Tür die Epicykloide, das untere fQr die Uypocykloide gilt. 

2. Der Krümmungsradius ff hat die Länge 

Q=^PK=:PG+GK=^TQ+GK^2GK(i±^)' 

3. Da der Krümmungsradius gleich ist der Länge der Evolute vom 
Punkt K bis zu ihrem Scheitel A, und diese Evolute wieder eine Kreis- 
roulette ist, so ist in dem Obigen zugleich die Rectification der Kreisrouletten 
enthalten ; und zwar verhält sich der Bogen der Evolute von K bis A zu der 
Strecke GK wie 2(l + -^) zu 1. Die Strecke GK (PT) hängt bloss von dem 
Radius des rollenden Kreises der Roulette und der Grösse des Wälzungswinkels 
ab. Daher ist die (algebraische) Summe zweier solcher entsprechenden. Bogen, 
eines Epicycloidenbogens und eines Hypocycloidenbogens, welche von dem- 
selben Kreise beschrieben werden, der auf den beiden Seiten eines anderen 
rollt, und demselben Werlhe des Wälzungswinkels entsprechen, gleich AGK 
und unabhängig von dem Radius des Grundkreises. Lässt man den Kreis sich 
beiderseits zur Hälfte abrollen, so wird GK gleich dem Durchmesser des Roll- 
kreises der Roulette, also wird die Summe beider Bogen achtmal so gross 
als dieser Radius. Lässt man den Kreis sich einmal abrollen, so beträgt die 
Summe beider Bogen das Sechszehnfache des Radius des Rollkreises. 

Das Verhältniss -^ kann ganz beliebig sein, auch seinen Werth wäh- 
rend des Rollens ändern, ohne dass sich die Summe der Längen beider Rou- 
letten ändert; d. h. die Basis kann irgend ein Kreis sein, aus Kreisbogen 
bestehen, die stetig in einander flbergeben, oder irgend ein beliebige Curve 
sein, deren Tangente ihre Richtung stetig ändert; man hat den Satz: 

Bollen zwei Kreise mit dem Radius r beiderseits auf irgend einer 
Basis eon der Länge 2m ^ so beschreiben die Punkte^ in welchen dieselben 
anfänglich die Basis berühren, eine aus zwei Rouletten zusammengesetzte ge^ 
schlossene Bahn eon der Länge des Sechszehnfachen des Radius des roUen-- 
den Kreises., 

Der Inhalt der von dieser Curve umspannten Fläche ist ebenfalls von 
der Gestalt der Grundcurve ur>abhängig und gleich der sechsfachen Fläche 
des rollenden Kreises, was sich aus Steiners Arbeit ^lieber den Krümmungs- 
schwerpunkt ebener Gurven", dieses Journal, Band 21, ergiebt. 
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Fig 2. 




B. Liegt der die Roulette beschreibende Punkt nicht auf dem Um- 
fange des Rollkreises, so führt eine der obigen ähnliche Conslruction zur Be- 
stimmung des Krfimmungsmittelpunktes. 

Man ziehe (Fig. 2) im Punkte P der 
Roulette die Normale PG und errichte in G auf 
PG eine Senkrechte^ welche die Gerade Pm in 
Q trifft y dann schneidet die. Gerade QM die 
NomuUe PG im Krümmungsmittelpunkte K. 

Es sei F ein dem Punkte P benachbarter 
Punkt; FG' sei die Normale im Punkte F und 
G'* sei der Punkt des Rollkreises« welcher mit 
dem Punkte G' des Grundkreises zur Berfihrung 
gelangt. Construirt mwiF'mG congruent PniG', 
so ist Winkel PmP' gleich Winkel G'mG gleich 
dem Zuwachs h des Walzungs winkeis und dem 
ent^rechend ist Winkel GMG' gleich -^ h. Die 
beiden Normalen PG und fG* schneiden sich 
im Punkte K\ 

Es ist die Grenzlage zu bestimmen, der sich K* nflhert, wenn F sich 
dem Punkte P ohne Grenze nähert. Zu diesem Zweck kann man PK'F als 
Kreissector betrachten, dann ist die Grenze von PK* gleich der Grenze des 
Quotienten aus PF und dem zum Centriwinkel PK'F und dem Radius Eins 
gehörenden Kreisbogen. 

Fasst man den Grund- und den RoUkreis als Grenzen geradliniger Poly- 
gone auf, so ergiebt sich die Lfinge des Bogenelementes PF der Roulette als 
L&nge eines Kreisbogens, dessen Radius gleich PG und dessen Centriwinkel 
gleich ist der Summe oder Differenz der Aussenwinkel der Polygone. Die Tan- 
genten in den Punkten G und G*' machen einen Winkel gleich h^ die Tangenten 
in Q und G' einen solchen gleich -ggh. Das Rollpolygon erfahrt also eine 

Drehung um den Winkel a( — ^ — ) gleich -^ um eine Ecke, deren Ah- 
atand von & für kleine Werthe von h von der Ordnung der Grösse h ist. Es 
ist also bis auf Grössen zweiter Ordnung in Bezug auf h der Bogen PF gleich 

Der Winkel PK'Py der im Nenner des Ausdruckes f&r PK steht, ist gleich 
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Gm 



Winkel G'MG plus Winkel P'GP; der erstere ist gleich A^; die Grösse 
des zweiten ergiebt sich aus den Dreiecken GPF' und PmP' als gleich 



2 sin 



h Pm 



sinF'PG 



2 P"G 
oder bis auf Grössen von der Ordnung h^ gleich 

h-p^cosmPG gleich A-p^* 

Setzt man diese Werlhe ein, so erhält man: für immer kleiner werdende 
Werlhe von h nähert sich PK' dem Grenz werthe 

PK - GP.Mm.PQ 
"" Gm.PQ + GM.Pm' 
Dieses ist aber genau der Werth von PK, der zufolge der obigen Construction 
erhalten wird. 

Betrachtet man nämlich MQ als Transversale des Dreiecks PGm, so ist 
PK.GM.mQ = GK.mM.PQ, 
GK = PK^PG, 
PK{GM.mQ-mM.PQ) = --PG.mM.PQ, 
PK{Gm.PQ + GM.Pm) = PG.mM.PQ. 
Hiermit ist die Richtigkeit der oben gegebenen Construction dargethan, welche 
bisher noch nicht bekannt gewesen zu sein scheint*). 

Man kann also eine unendliche Anzahl von Kreispaaren construiren, 
für welche als Grund- und Rollcurven die Rouletten im Punkte P die Nor- 
male und den Krümmungsradius gemein haben; es ist dazu bloss nötbig, dass 
für jedes Paar sich nach obiger Construction derselbe Punkt K ergebe. Es 
Fig. 3. werde hier die Schaar aller Wälzungskreise betrach- 

tet, weiche die Normale in denselben zwei Punkten 
schneiden und denselben augenblicklichen Berüh- 
rungspunkt haben. Der geometrische Ort der Mittel- 
punkte m (Fig. 3) ist die Normale auf PG durch m, 
der Ort der Punkte Q ist die Gerade GQ, die ent- 
sprechenden Punktreihen m' und Q' sind durch den 
Punkt P projectivisch ähnlich. Zieht man m'G und 
Q'K, welche sich in M' schneiden, so ist der Ort 
von M* der Durchschnitt der beiden projectivischen 
Strahlenbüschel {G)m' und {K)Q\ deren zwei ent- 

*) LiouüiUe, tome X; pag. 150. Salmon, Higher plane curves p. 216. 
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sprechende Strahlen GP nnd KG zusammenfaUen ; dieser Ort Ist demnach eine 
Gerade senkrecht auf PG. Insbesondere ist in dem Dnrchschnittspunkte dieser 
Geraden mit PG der Mittelpunkt des Grundkreises construirt, auf welchem ein 
Kreis mit dem Durchmesser NG rollen muss, damit der Punkt P eine Curve 
mit dem Krflmmungsradius PK beschreibe. 

Umgekehrt ergiebt sich hieraus die Construction des KrOmmungsmittel- 
punkfes für den Fall, fflr welchen die obige Construction den Dienst versagt: 
Wenn die Punkte P^ m und M in gerader Linie liegen, ziehe man durch m, 
G und M Senkrechte auf PG, ziehe beliebig Pm'0' und m'GM', so schneidet 
M'Q' die Normale PG im Krflmmungsmittelpunkte K. 

Statt der drei Parallelen durch m, G, M kann man sich auch 'bei dieser 
Construction dreier Geraden bedienen, die durch jene Punkte gehen und sich 
in demselben Punkte ausserhalb PG schneiden, wovon man sich überzeugt, 
wenn man von einem Punkte des Raumes aus die vorige Construction auf 
eine durch die Gerade PG gehende Ebene projicirt. 

Da die Ellipse auch zu diesen Kreisrouletten {B.) gehört, so ist hiermit 
eine neue Construction des Krflmmungsradius der Ellipse gegeben. 

C. Fflr die allgemeinen Rouletten erhält man den Krflmmungsradius 
fflr einen beliebigen Punkt, indem man an Stelle der Grundcurve und der 
Rollcurve deren Krflmmungskreise im augenblicklichen Berflhrungspunkte sub- 
sUtuirt und die fflr den vorigen Fall angegebene Construction anwendet. 

II. Umfang und Inhalt von zweiseitigen Rouletten. 

Rollen zwei symmetrische ebene Curven als Rollcurven auf verschie- 
denen Seiten einer anderen Curve als Grundcurve, welche sich auf dieser 
stets in entsprechenden Punkten berflhren, so mögen die beiden Rouletten, 
welche von einem mit der einen Rollcurve festgedachten und seinem sym- 
metrischen mit der anderen festgedachten beschrieben werden, in ihrer Ver- 
einigung eine zweiseitige Roulette oder Doppelroulette heissen. 

Ein specieller Fall bot sich oben dar, wo beide Curven Kreise waren 
und der beschreibende Punkt auf dem Umfange des rollenden lag; es wurde 
auch der Satz bewiesen, dass bei beliebiger Basis der Umfang einer solchen 
durch einmaliges Abwälzen erzeugten Kreisdoppelroulette gleich dem Sechs- 
zehnfachen des Radius des beschreibenden Kreises sei. 

Es soll nun gezeigt werden, dass der Umfang und der Inhalt einer 
Doppetroulette unabhängig ist eon der Gestalt der Grundcurve. 

Jonnial Ar IfathemaUk Bd. LXV. Heft 1. 8 
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Je zwei entsprechende Punkte der Doppelroolette liegen symmetrisch 
gegen die Tangente der Gmndcurve im augenblicklichen Berührungspunkt; die 
Verbindungslinien jener Punkte mit diesem sind Normalen der Doppelronlette; 
also ist diese die Enveloppe einer Schaar von Kreisen, die ihre Mittelpunkte 
auf der Grundcurve haben, deren Radien nur von der RoUcorve abhangen 
und gleich sind dem Abstände des beschreibenden Punktes von dem augen- 
blicklich zur Berührung gelangten Punkte. Es erhellt dies, wenn man die 
Grund- und RoUcurve als Grenzen geradliniger Polygone ansieht. 

Vermöge dieser Eigenschaft kann man zu jeder Cnrve, deren Nor- 
malen sfimmtlich eine andere Gurve schneiden, eine entsprechende Curve con- 
slruiren, so dass beide in Bezug auf jene als Grundcurve einer Doppelroulette 
angehören: Ziehe im Punkte P der Curve die Normale, welche in G die 
Grundcurve schneidet, construire in G die Tangente der Grundcurve, fiUe auf 
dieselbe von P ein Loth und vo^Angere dasselbe um die eigene Länge bis F, 
so ist der Punkt F der dem Punkte P entsprechende Punkt der Doppelroulette. 

Lässt man die eine Curve zu einem Punkte P ausarten, so wird die 
Construclion folgende: Pille von P aus auf alle Tangenten der Grundcurve 
Lothe und verlängere dieselben um ihre eigene Länge. Man erhält also eine 
der Fusspunktencuree des Punktes P ähnliche und ähnlich liegende Curve, 
doppelt so gross als jene, welche mit dem Punkte P als Doppelroulette auf- 
gefasst werden kenn. Die RoUcurve ist symmetrisch der Grundcurve, der 
beschreibende Punkt der symmetrische des Punktes P. Mit dieser Eigenschaft 
der Fusspunktencurven ist zugleich die Construction der Tangente und des 
Krflmmangsradius für dieselben gegeben. 

Umgekehrt kann man, wenn eine Curve und in ihrer Ebene ein Punkt 
gegeben sind, nach der Curve fragen, in Bezug auf welche die gegebene eine 
Pusspunktencurve ist; diese Curve ist die Enveloppe der zweiten Schenkel 
aller rechten Winkel, deren Schdtel auf ^er gegebenen Curve liegen und 
deren andere Schenkel durch den gegebenen Punkt gehen. 

iiiermit kann man die Aufgabe lösen: Welche Curve muss auf einer 
ihr symmetrischen rollen, damit ein mit ihrer Ebene festgedachter Punkt eine 
gegebene Curve beschreibe? 

Nur für einen Kegelschnitt und einen Brennpunkt desselben als Pol 
ist die Pusspunktencurve ein Kreis, also nur durch das Rollen zweier con- 
gruenter Kegelschnitte aufeinander, welche sich in entsprechenden Punkten 
berühren, kann auf diese Weise ein Kreis beschrieben werden, and zwar sind 
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die Brennpunkte des rollenden Kegelsctmilts die Pnnkte^ deren Rouletten 
Kreise sind. 

Fragt man nach der Basis, auf der eineCurve rollen muss, um beider- 
seits Kreise als Rouletten zu erzeugen, so ist diese euch ein Kegelschnitt und 
zwar ist der vorige Fall in diesem enthalten. 

Der oben ausgesprochene Satz Aber die Unabhtngigkeit des Umfangs 
und Inhalts von Doppelrouletten von der Gestalt der Grundcurve wird zuerst 
f&r Polygone bewiesen und dunus fflr Curveu geschlossen. Die entsprechen- 
den Seiten der beiden Polygone dürfen der Einfachheit wegen als beziehlich 
gleich angenommen werden. 

Ist nun an einer Ecke der Aussenwinkel des rollenden Polygons durch 
seinen Bogen gemessen r, der Aussenwinkel des Grundpolygons an der ent^ 
sprechenden Ecke a^ der Abstand des bahnbeschreibenden Punktesvf^ so be^ 
schreibt dieser Punkt, wenn sich das Polygon ausserhalb um die Ecke dreht, 
einen Kreiri)ogen von der Ltnge r(T+a), beim Drehen innerhalb einen Bogen 
von der Länge r(t—a)^ also ist die algebraische Summe beider Bogenelemente 
gleich 2rT, also unabhängig von der Grundcurve. 

In gleicher Weise wird die Constanz des Flächeninhalts geschlossen. 
Der Flächenraum besteht bei tvfei Polygonen aus zweierlei Theilen, die einen 
sind Dreiecke, die anderen Kreissectoren; die Summe der Dreiecke macht den 
Inhalt des rollenden Polygons; je zwei zusammengehörende Kreissectoren haben 
die Inhalte r^(T+a) und r^(T~a); ihre algebraische Summe ist also gleich 
if^T und demnach unabhängig von der Grundcurve. Die Hälfte der Summe 
der zweiten Theile lässt sich fOr sieb zusammenhangend darstellen, indem man 
den Kreissector rV auf den Aussenwinkel t abträgt. Geht dann das Polygon 
in eine Curve Aber, so erhält man die Construction : Man trage auf die Tan- 
gente der Curve nach einer bestimmten Seite hin die Länge des Abstandes 
des Punktes der Curve vom beschreibenden Punkte ab, so ist der Flächen- 
raum, welcher von der so bestimmten Tangente flberstrichen wird, plus dem 
Sector, begrenzt von dem betreffenden Bogen der RoUcurve und den Radien 
nach seinen Endpunkten, gleich der Hälfte des Inhalts der von dem Punkte 
beschriebenen Doppelroulette, während sich der bewusste Bogen auf irgend 
einer Curve abwälzt. Es ist hierbei angenommen, dass der Flächenraum der 
Doppelroulette am Anfange und Ende durch die Normalen begrenzt sei. 

Zu bemerken isl^ dass nur in dem Falle Umfang und Inhalt in dem 
gewAhnlichen Sinne genommen werden kann, wenn für alle entsprechenden 

8» 
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Punkte der Grund- und der Rollcurve die Krämmung der Rollcurve grösser 
ist als die der Grundcurve, weil sonst sowohl Umfang als Inhalt der inneren 
Roulette negativ zu' nehmen sind. Die Constanz des Flächeninhalts der Doppel- 
rouletten lasst sich übrigens unmittelbar aus der bereits erwähnten Arbeit 
Steiners ^Ueber den Krümmungsschwerpunkt ebener Curven^^ herleiten, wo 
allgemein und principiell die Bestimmung des FlScheninhalts der ein£elnen 
Rouletten ausgeführt ist. 

Mit Hülfe des bewiesenen Satzes gelingt in einigen Fällen die Recti- 
fication von Curven und die Quadratur von Flächenräumen. 

Rollt eine Ellipse mit der grossen Axe 2a auf einer geraden Linie, 
so beschreibt jeder der Brennpunkte eine wellenf&rmige Bahn und zwar ist 
die Länge einer Welle gleich 2a7i^ der Inhalt der von dem Bogen, der Geraden 
und den zwei End- Normalen eingeschlossenen Fläche 2ä^n. 

Beweis. Man lasse die Ellipse auf einer ihr congruenten rollen, so 
dass sich beide in entsprechenden Punkten berühren, so besteht die Doppel- 
roulette, welche jeder Brennpunkt beschreibt, aus einem Kreise mit dem Um* 
fange Aan und dem Inhalt ia^n und einem Punkte; daraus folgt die Richtig- 
keit der * obigen Angaben, weil bei der geraden Linie als Grundcurve die 
beiderseitigen Rouletten symmetrisch sind. Ebenso ist die Rectification eines 
bestimmten Stückes der Curve auf die Rectification eines Kreisbogens zu- 
rückfübrbar. 

Es möge noch der Fall näher betrachtet werden, in welchem die Roll- 
curve zwar auch wie in dem oben betrachteten Falle ein Kreis ist, aber der 
beschreibende Punkt nicht auf dem Umfange liegt, sondern sich im Abstände k 
vom Mittelpunkte befindet. 

Für zwei Polygone mit beziehlich gleichen Seiten, deren entsprechende 
Aussenwinkel r und a ein constantes Verhältniss R:r haben, verhält sich 
jeder beim Rollen ausserhalb beschriebene Kreisbogen zu dem entsprechenden 
beim Rollen innerhalb beschriebenen wie x+a züt—o, also das ganze äussere 
Kreisbogenpolygon zu dem inneren wie A+r zu R—r. Dies bleibt gültig 
für den Fall zweier Kreise mit den Radien r und R, weil bei gleichen Bogen 
die Tangentenwinkel sich stets umgekehrt verhalten wie die Radien. Es ver- 
hält sich also bei denselben Grenzen der Wälzungswinkel der Epieykloiden- 
bogen zum Hypocykloi^enbogen wie R+r zu R—r. 

Mit Hülfe dieses Satzes kann man die Rectification aller Doppebrauletten, 
bei denen die Rollcurve ein Kreis ist, auf die Rectification von EUipsenbogen 
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zurAckfllhren. Wfthlt man nämlich R=^2r, so ist die betreffende Hypocykloide 
eine Ellipse mit den Halbaxen r+k und r— Ar; der £ugeliörende Epicy- 

2 I 4 

kloidenbogen ist 2~f = 3 mal so gross als der entsprechende EUipsenbogen. 

Also ist die Summe zweier entsprechenden Bogen einer Doppelroulette, be- 
schrieben von einem Kreise als Rollcurve, viermal so gross als der ent- 
sprechende von demselben Punkte beim Rollen des Kreises innerhalb eines 
zweimal so grossen beschriebene EUipsenbogen. 

Gnesen, im Juli 1864. 
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die Differena zweier dem vorstehenden ganz analogen Ausdrücke von der Form 

dydsi 



-i//(r'. 



WO 

r' = (^f-6)'+(«-e)^ 
nnd wo die Integrationen sich auf alle Werthe von y, S6 erstrecken, die der 
Ungleichheit 

o<i;+^<i 

genügen. Die von Herrn Mehler eingeführte Grösse w bietet sich also hier 
von selbst in der Grösse h dar. Es lag daher nahe auch auf den vermöge 
der iMrtcUetechen Methode ermittelten Ausdruck für die JIT- Componente des 
Gylinders, der zunächst für ein zwischen 1 und 3 liegendes p gilt, die Mehr- 
/ersehe Methode anzuwenden, um daraus die Formeln für ein beliebiges p 
herzuleiten. Da die Resultate Iheils wegen ihrer Einfachheit, theils wegen 
ihres allgemeinen Charakters ein Interesse haben dürften, so erlaube ich mir, 
ihre Entwicklung im Folgenden auszuführen. — Ich werde wiederholten Ge- 
brauch von der Bezeichnungsart des Herrn Sarrm machen, wonach das Zeichen 

dasjenige bedeutet, was man erhält, wenn man in ^(^) für x den Werth Xi 
einsetzt,^ und das Zeichen 






dasjenige, was man erhfilt, wenn man in f{x) einmal Xz^ dann Xi setzt, und 
die beiden Resultate von einander subtrahirt. 

§. 1. 

BeBtimmung der X-Componente der Attraction des geraden elliptischen Cylinders 

für p = 1 exci. bis p = 3 incL 

Die Halbaxen der elliptischen Basis des Cylinders seien a, ßy die Ent- 
fernungen des angezogenen Punktes von der unteren und oberen Basis a und 
ai, die Coordinaten desselben bezogen auf die Axen der Basis h und c. Die 
JS^-Componente werde, wenn die Elemenlaranziehung umgekehrt proportional 
der p*"" Potenz der Entfernung ist, durch X^ bezeichnet. Man hat zunAchst 
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wo das Sobstitiitionszeichen sich auf den Buchstaben k bezieht, wo 

ond wo die Grenzen der Integration durch die Ungleichheit 

bestimmt sind. 

Wendet man anf diese Formel die DmeUetefAt» Methode des discon- 
tinuirlicben Factors an, nnd verfolgt genan den von DiricUet xnr Bestimmong 
des Potentials des Ellipsoides eingeschlagenen Weg, so erhfilt mw 



(2.) J; = 



.? naß C "^ ^^-T-ä^.-Wn^ ^ 



wo a die positive Wurzel der cubischen Gleichung 

bedeutet. 

Diese Formel gilt ihrer Herleitung gemäss von p = i exci. bis p = 3 
excl. Um nun X^ nach der ifeA/^rschen Methode fOr jedes p zu erhalten, 
mflssen wir zuerst die Gflltigkeit dieser Formel für p = 3 incl. nachweisen. 

Ich zeige 1) dass der durch Gleichung (1.) definirte Ausdruck X,, 
2) dass der auf der rechten Seite von (2.) stehende Ausdruck in der Nihe 
von p s= 3 stetige Functionen von p sind. Ist beides erwiesen, so gilt die 
Formel (2.), da sie fflr j9 = 3 — ^ gilt, wo d beliebig klein sein kann, auch 
für f = 3. 

1) Ist f{x,p) eine stetige Function von p^ und hat die Differenz a-^b 

einen endlichen Wertb, so ist auch / 'fix,p)dx eine stetige Function von p. 

Wendet man diesen bekannten Satz zweimal auf das Doppelintegral fBr X, 
in (1.) an, so ergiebt sich die Richtigkeit der Behauptung, dass J(^ eine stetige 
Function von p ist. 

2) Der vor dem Integral in (2.) stehende Factor r-r- — ^r — -- 

r(?+l)rC-=ü) 

ist far p = 3 eine stetige Function. Um zu zeigen, dass das Integral selbst 
eine stetige Function von p in der Nahe von p = 3 ist, setze ich einmal fflr 
p den Werth 3 und zweitens den Werlh 3— <^^ und zeige, dass die Dif- 
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ferenz der resnltirenden Integrale gleichzeitig mit d gegen Null abnimmt. Es 
ist also ZQ zeigen, dass das Integral 



J .y(,+^)(,+^) ' 



in welchem 

gesetzt ist, ffir gegen Null abnehmende Werthe von d verschwindet. Wfihrend 
s von o bis oo wächst, nimmt F{s) die Werthe von bis oo an. Setzen 

wir F(s) = Si^ so wird 

wo 



*w = (i-4-^.-?^.+l+(-i^+(^)l/0+^)(i+^> 

Der Aasdmclc der Function (p{s) zeigt mit Hfllfe von (I.), dass dieselbe in 
dem Intervalle «i == bis «i = oo oder s=^o bis 9 = 00 stets positiv bleibt und 

Oberall auch an den Grenzen endlich ist. Demnach findert der Factor 1— t-t 

s^(s) 

unter dem Integralzeichen von J innerhalb der Integrationsgrenzen sein Zeichen 
nicht, und es ist daher 

WO R ein zwischen dem innerhalb der Integrationsgrenzen stattfindenden Maxi- 
mum und Minimum von 1—sf liegender Werth ist. Das Maximum von 1 -«f 
findet statt für den kleinsten Werth von Si ^ also an der unteren Grenze, das 
Minimum an der oberen Grenze. Da nun das Nullwerden von ^i, ebenso 
wie das Unendlichwerden von Si unabhängig ist von dem Verschwinden von 
S, und also si fflr J = auch an den Grenzen den Werth 1 behält, so sieht 
man, dass für d = das Maximum und das Minimum verschwinden. Dem- 
nach hat also R und auch J den Werth Null, und die linlie Seite von (2.) 
ist daher stetig bis f = 3 inclusive. 

§. 2. 

Bestimmung von Xp für eiu beliebiges p. 

Aus (1.) ergiebl sich die auch für j9 = l gültige Relation 



(3.) X,^, = 



dX, 



'+' ~ p+l dk 
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Qod allgemein 

(4.) ^,. = (-l).-»j-»j..._|_4^. 

Hit Hälfe dieser Rdation md der Forsd (2.) kAnen wir Ji^ fBr jeden Werth 
von p ermitteln. Wollten wir aber den Ansdmck fibr J^ in (2.) nach k unter 
dem Integralzeichen differentüren, ao wlrde die Function onter dem Integral- 
zeidien tOr 9 = nach der Differentiation nnendlidi werden. Wir fahren 
deshalb nach der Jfeilerschen Methode in (2.) statt s eine nene Variable e 
ein vermöge der Gleiding 

Verfolgen wir nun genau den von Herrn Mdder eingeschlagenen Weg, so 
finden wir 

WO «1 und 0| die bmden n^tÜTen Wnneln der cobisehen Glmchang (I.) be- 
leiclineii. 

Xt ergiebl sich folgendermasseB. Es ist 

Setit man in (2.) p^i^ ond differentiirt den resultirendoi Werth nach k, so 
erhiit man d» aus (2.) fUr ji=s3 resultirenden Werth mit dem entgegen- 
geaolaten Zeichen, also nach $. 1 —IT,. Der fBr p = 1 aus (2.) resultirende 
Werth stellt also wirklich X^ dar Aus den Formeln (2.), (5.), (6.) erkennt 
man foIg<^nde Sitae: 

l$t äie Kif9mmtanm9iek9mg mmgekekrt prapartUmal irgend emer geradem 
l^olm^ ifiT Emtfimmng^ 90 ist die X^Campanente etnet geradem düpiiickem 
l)lHm^fr$ immer mmdrückbar dmrck gam^e eU^Hicke Integrale. Ist die Ele^ 
m^tmm^ifknng mngtkekrt proportional der ersten oder dritten Potenz der 
Knlfirnnng^ so ist äie X-Componente ans hgaritkmiscken Fnnetionen Mnsammen^ 
grsH^ts Ist mdHfJk 4ie ElementmanMiehnng mngekekrt proportional irgend 
mrr nrng^mim Fotm^ der Entfemnng, grösser als die dritte, so ist die 
X^dmpontmte am rein afgekraistAm Fnnetionen Mnsanmengeset:it. 
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§. 3. 
Independente DantelloDg von X^+a* 
Für X^ lässt sich noch ein anderer Ausdruck aufstelleu als der, wel- 
cher aus (2.) resultirt. Dieser zweite Ausdruck erscheint grade fOr unsern 
Zweck sehr geeignet, indem sich aus ihm sehr leicht eine independente Dar- 
stellung für X2^7 durch ganze elliptische Integrale gewinnen Ifisst. Es ist 
ntmlich *) 

wo 

= (acosy— 6)^+(/3siny — c)% 

- , _ g/J— fr/?co8y — c« siny 

Die Grösse e hat den Werth 1 oder 0, jenachdem der angezogene Punkt 
innerhalb des Mantels und dessen Verlängerung oder ausserhalb liegt. Hieraus 
erhält man 

Für den Kreiscylinder lässt sich die Wurzel leicht in die canonische Form 

bringen. Fährt man nämlich statt q) eine neue Variable ein vermöge der 

Gleichung 

cos(p = 2sinyJ— 1 

und setzt 

^ — irmmÄt9 ^i — /^^ • K\ty ^ — 



so wird für den Kreiscylinder 

/•»" (l-a^gipyQrf y 1 

Anf dem Mantel**) des kreisförmigen Cyliuders wird 

^ = c».-oU+o I.- [-*-«-"-a(*+«-'')-«^" X 

„ (1 - A^in 9^*)--» yi-AUin^'J 



(8.) 



*) ScUoemilchs Zeitschrift für Math. a. Physik^ 9. Jahrgang, S. 278. 
**) Unter Mantel and Axe verstehe ich hier nnd im Folgenden auch die Ver- 
längerung des Mantels und der Axe. 

9» 
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und auf der Axe 

(»0 x^. = (8.-o;.+o i:![*-^"-(*+''')-^"i- 

Ich bemerke noch, dass für den elliptischen Cylinder Herr Clebeck die Wurzel 
in die canonische Form gebracht hat, in einer Bemerkung, zu der Abhandlung 
des Herrn Röthig ^Das Potential eines rechtwinkligen homogenen Cylinders'" 
(dieses Journal Bd. 61). Herr Röthig findet noch einen dritten wesentlich 
verschiedenen Ausdruck für X2, der aber dieselbe Wurzelgrösse enthalt. 

§. 4. 

Specielle Fälle. 

Setzt man in (2.) p = 1 , so erhält man den aas logarithmischen und 
algebraischen Fnnctionen gebildeten Aasdrack 






2 \a*La*-ß* J 

«• + /*• 



aß 



^"* ^Uc..+.) -'°'^'^"°""^J' 



WO 



Für den kreisförmigen Cylinder erhfllt man aus (2.), wenn man c=^0 setzt, 

(10) ^. = ^|::[7'««7T?-'"«(''+''*'-7T?-]- 

FOr p = 3 erhalt man ans (2.) für X, den logarithmischen Ausdruck 
und hieraus fBr den kreisförmigen Cylinder 

(11.) x. = |.|;;i.«(i+i). 

Hieranf bekommen wir Xt mit Anwendung von (3.); einfacher aber ergiebt 
sich Xi ans (B.\ nflmlich 



Y naß 

-l. = -4- 



a\ J 
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und f&r den kreisförmigen Cylinder 

na' I«; 1 



Xs = 



4 k« tf(tf — a,) 

Fahrt man hierin für a und a^ ihre Werthe ein, so erhält man fflr den kreis- 
förmigen Cylinder 

fl2) Y^^'l^'f^ * I '''"^' 1 

Fflr das Naturgesetz {p = 2) ergiebt sich aus (2.) 

Es ist leicht, die hierin enthaltenen elliptischen Integrale auf die Normalform 
SU bringen, was ich in Schloemilchs Zeitschrift a. a. 0. ausgefShrt habe. Fflr 
den kreisförmigen Cylinder nimmt der vorstehende Ausdruck keine wesentlich 
einfachere Gestall an. Weit einfachere Ausdrflcke erhält man aus (7.) fflr 
Xi und X^' Bezeichnet man die ganzen elliptischen Integrale- erster und 
zweiter Gattung 

wie flblich, durch K und E, und fahrt man die Jacobische Transcendente Z 
ein, so erhält man fflr den kreisförmigen Cylinder 

worin der Hodulus >L* = i-tt— ttni «ßd 

sinam(^^it') — 



yk+da^by 

Aus den vorstehenden Formeln oder aus (8.) erhält man die fttr den Hantel 
gflltigen Formeln 



«f 
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$. 5. 

Independenie Dintelliiiig tob JU^^ ^mf ier Aze imd auf dem MamUi 

Beset^nel um die EotfemaigeB des wagnogemtm Paakles tob den 
Rindmi dnrdi ^i imd q, 90 wird raf der Axe eiBes kreisfikraifeB CyliBders 
Bacli (10.) BBd (II.) 

•i ?• 



.•"n^- 
» P. 






Aos (12.) folgt 

Y - A'^'T-L __L_1 

ond daraus verBiittelst (4.) 

(9'.) X^^ = 2(ii+l)(ii + 2) L^p»"~^^^Tr-"C^=+5^~^=+5"yJ' 

Vermöge der Formeln (9.) und (9\) hat man das einfache Resnltat, dass so- 
wohl fnr grade als nngrade m (mit Ausnahme der beiden Werthe 1 nnd 3) 

Ist also die ElementaraMiehumg umgekehrt proportional irgead dmer ganem 
Potenz der Entfernung (mit Ausnahme der ersten und dritten)^ so nieht ein 
kreisförmiger Cgiinder jeden Punkt seiner Axe am mit einer Intensiläl, die 
proportional ist der Diferenz aus den Summen der um drei kleineren Po^ 
tenzen der beiden redproken Entfernungen des Punktes vom Cenlrum der einen 
und vom Rande der anderen Basis. 

Auf dem Mantel des kreisförmigen Cylinders wird 



X. = f |::[i^log ^^^^-* --«Mog(2a'+it+^F4:4Ä^)+ ^™'-* ], 



^3 = ^10g--^-'+'^^ 



2'"» a.(a + r) ' 

WO r, und r die grösslen Entfernungen des angezogenen Punktes von den 
beiden Rfindern bezeichnen. 

Aus (12.) erhalt man ferner fttr den Mantel 



X, 



_ jLi"'rJ i— 1 

8 kLft ik>4-Wk^' 
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und daraus vermöge (4.) 



X, 



•54-9» 



la\-^ 



4(n + l)(fi+2) LaV+' a^»+« 



1 ^g {>»»-<). ..(p+l)}' 4,t W+g«')""^^ (a'+2a')»-^i> n 

WO (ü— 2p)! für f = ^11 der Einheit gleich zu setzen ist. lieber die hier an- 
gewandte Entwicklung von — — ^ vergleiche man Sohnckes ,,Sammlung 
von Aufgaben aus der Differential- und Integralrechnung'*, Seite 39. 



Grenzf&lle. 

Schliesslich wollen wir noch untersuchen, was auf der Axe und dem 
Mantel eines kreisförmigen Cylinders aus X^ wird, erstens wenn die Höhe h 
wftchst, zweitens wenn der Radius wächst, drittens wenn der angezogene 
Punkt sich der Basis nähert. Ich werde diese drei GrenzausdrOcke von X^ 
respective durch Limj^Xp, Lim^^ und lim^Ap bezeichnen. Es ergeben sich 
fDr dieselben folgende Formeln, die ich der leichteren Uebersicht wegen zu- 
zusammenstelle. 

Auf der Axe. 

LimA^i = --naHogh, 

LimA-X, = -Trlog-^^, 

Lim«Xi = — n(a?— a^)loga, 
Lim.A, = -^log^, 

lim«-Xi = 7i(AMog&+«'loga-pilogpi), 
limaJiTi = — 2:i:(&+a— pj, 
LimAlimaXs = —2na, 
limaXs = Tiloga^ 

2fr i 



Km^JL = 



(fii-i)(fii-3)a-^^ 
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Ar.f dem Mantel. 
Lim A AT, = — na'iogA, 

LinjA^, = —j-^og^^, 

Lim.X. = -rr(w«hrend X,= \'J^V), 



n 



Lim.Xi = -9-(aJ-a')loga, 



Lim^Xa = -- f-^-y^ 






lim„A, = -A7r-4a+2r,E(mod. ^ = 7^), 



liffla-Xa = -g-loga, 
lim^-X;. = 



(m-l)(m-3)a— *' 



Aus den vorstehenden Formeln erkennt man Folgendes: 

Während die Höhe oder der Radius wächst y wächst auch X^^ sowohl 
auf der Axe als auf dem Mantel y und zwar wie der Logarithmus der Höhe 
oder des Radius; hingegen wenn p7>i^ nähert sich X^ einer bestimmten end^ 
liehen Grenze. Mit wachsender Höhe nähert sich Xi auf der Axe und auf 
dem Mantely sowie überall derselben Grenze, 

Bei wachsendem Radius wird Xp für Jedes p auf dem Mantel halb so 
gross als auf der Axe. 

Wenn der angezogene Punkt sich der Basis nähert, so nähern sich Xi 
und X2 bestimmten endlichen Grenzen, während für p^S X^ wächst, und 
zwar für p = S proportional dem Logarithmus^ für p>S proportional der 
um drei Einheiten kleineren Potenz der remproken Entfernung des Punktes 
9on der Oberfläche. 

Auf dem Mantel, in der Nähe des Randes, ist (bei endlichem Radius 
und endlicher Höhe) die X-Componente halb so gross, als in allen anderen 
Punkten in der Nähe der Basis, wenn p ^ 3. 



Grube, AtiracHon emei elKpHschen CylvtderM. 73 

Wenn die Anziehung nach dem Naturgesetz erfolgt« sind noch fol-* 
gende Sitze bemerkenswerth: 

Bei wachsendem Radius wird die X^Componente fär alte äusseren auf 
der Axe und auf dem Mantel liegenden Punifte constant, und der Hölke des 
CffUnders proportional. 

Ein Punkt erleidet dieselbe Anziehung auf der Oberfläche einer Kugel 
und am Ende der Axe eines unendlich hohen Cylinders, dessen Radius | pom 
Radius der Kugel beträgt. 

Die X-Componente ist auf dem Rande eines unendlich hohen Cylinders 
rational ausdrückbar. 

Die X-Componenten auf dem Rande und am Ende der Axe eines im- 
endlich hohen Cylinders verhalten sich sti einander wie der Radius eines Kreises 
Quadranten. 

Hamburg, im December 1864. 
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Ueber die aus Einheitswurzeln gebildeten complexen 

Zahlen von periodischem Verhalten, insbesondere 

die Bestimmung der Klassenanzahl derselben. 

(Von Herrn L. Fuchs.) 



AJer Theorie der aus den Wurzeln der Einheit gebildeten complexen 
Zahlen hat Kummer gewisse Perioden zu Grunde gelegt, auf welche sich 
namentlich die Definition der idealen Primfactoren stützt (s. dieses Journal 
Bd. 35 und Abhandlungen der Berl. Acad. 1856). Diese Perioden habe ich 
für den Fall, dass der Grad der Einheitswurzel durch eine zusammengesetzte 
Zahl angegeben wird, in einer früheren Arbeit (dieses Journal Bd. 61) einer 
näheren Untersuchung unterworfen. Das Folgende bezieht sich auf eine Art 
complexer Zahlen, welche mit diesen Perioden im engsten Zusammenhange 
stehen. Es sei nämlich iv eine primitive m"* Wurzel der Einheit, und x eine 
Zahl, die mit n keinen gemeinschaftlichen Theiler hat, so bilden im Falle, dass 
n eine einfache Primzahl ist, die aus den mit x gebildeten Perioden ent- 
stehenden complexen Zahlen die allgemeinste Form der complexen Zahlen 
/(co), welchen die Eigenschaft /"(co*) = f(ü}) zukommt. Anders verhält es sich 
im Allgemeinen im Falle, dass n keine einfache Primzahl ist Hier sind die 
aus den Perioden gebildeten complexen Zahlen nur besondere Formen der 
allgemeinereu Art complexer Zahlen, welche nur durch die Eigenschaft 
f{(jj'') = f{a}) definirt sind. Mit diesen complexen Zahlen will ich mich im 
Folgenden beschäftigen, und namentlich die Anzahl der Klassen der idealen 
Zahlen derselben bestimmen. Die Klassenanzahl der einfachen complexen 
Zahlen, welche Kummer (iMonatsberichte der Acad. Januar 1863) schon ange- 
geben hat, entspricht übrigens dem besonderen Falle, wo x = 1 ist. 

1. 
Es sei u) eine primitive Wurzel der Gleichung o?" = 1, wo n eine be- 
liebige ganze Zahl ist, ferner x eine Zahl, die mit n keinen gemeinschaftlichen 
Theiler hat, so ist der Ausdruck 

soweit fortgesetzt, bis das erste Glied wiederkehrt, die Periode, welche Kummer 
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der Theorie der aus der Wurzel o) gebildeten complexen Zahlen zu Grunde 
gelegt hat (yergl die Abb. gelesen in der Academie der Wiss. 18. Decbr. 
1856). — Ist r KU II prim und gehört x (modn) zum Exponenten t, so ent- 
halt n^ genau t Glieder. ~ Die Periode n^ ist die einfachste der complexen 
Zahlen /(«>), welche so beschaffen sind, dass /(w') = /(co). Wir werden daher 
alle complexen Zahlen der letzteren Art, mit Rflchsicht auf diese Eigenschaft, 
als complexe Zahlen in n bezeichnen. 

Es sei nun (p (cei) ein idealer Primfactor der nicht in n enthaltenen realen 
Primzahl q in der Theorie der complexen Zahlen in od, und x die niedrigste 
Potenz von x, die congruent einer Potenz von q (modn), so ist das Product 
der conjugirten Factoren: 

tp{(o) = y(cü)y(a>»)y («>»•) . . . y(cü«^""*) 

als idealer Primfactor von q in der Theorie der complexen Zahlen in n an- 
snsehen. 

Es sei femer p eine amal in n enthaltene Primzahl; setzt man — - = n' 

p 

und bezeicbuct mit u)' eine primitive Wurzel der Gleichung a;*'==l, mit x{^') 
einen ideaien Primfactor von p in der Theorie der complexen Zahlen in (o, 
iind ist endlich x* die niedrigste Potenz von x, die congroent einer Potenz 
Yon p (modn), so ist 

,(01') = ;tK)/(«'");f («>'*') . . .;f(c«'**"V 

als idealer Primfactor von p in der Theorie der complexen Zahlen in n an- 
zusehen. 

Sind Oberhaupt x und q zwei Zahlen, die mit n keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben, so ist die Entscheidung Ober die niedrigste Potenz der 
einen, die einer Potenz der anderen (modn) congruent ist, für das Folgende 
wesentlich nolhwendig, so dass ich erst auf diese Frage nfiher eingehen muss. 



2. 



Zunächst ergiebt sich folgender Satz: 

Es sei x^ die niedrigste Potenz von x, die einer Potenz von q (modn) 
congruent ist, (f die niedrigste Potenz von q, die einer Potenz von x con- 
gruent isty und gehören x und q {modn) respective zu den Exponenten r um/ 

Denn erstlich ist ersichtlich, dass / und g Theiler respective von 
T und t sein müssen. Es sei daher mg = t und q^ ^x"" modn^ so ist ma^Q 

10» 
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moAr, und es ist m als die kleinste der Zahlen, wofür die letztere Congraenz 
erfallt ist, ein Theiler von r, und — der grösste gemeinschaftliche Theiler von 
a und T. Da femer f ein gemeinschaftlicher Theiler von t und a ist, so ist 

— =:Af oder ^ = Af, wo A eine ganze Zahl. Aus demselben Grunde ist 

— = Bg, wo B eine ganze Zahl. Hultiplicirt man beide Gleichungen mit ein- 
ander, so erhalt man AÄ=1, d. h. A = B = i: daher — = -j, wie be- 
hauptet wurde. 

Ferner beweist man ohne Mflhe den Satz: 

Ist n eine Prinnsahlpotenss, und dieidirl man t durch den gröesten ^e- 
meinschaftlichen Theiler von t und r, und bezeichnet den Quotienten mit ( ^ so ist 
q*' die niedrigste Potenz ton q^ die congruent ist einer Potenz von x (modn). 

Schwieriger ist die genauere Bestimmung der niedrigsten Potenz ^ in 
dem allgemeinen Falle, dass n eine zusammengesetzte Zahl ist. Wir gelangen 
dahin auf dem folgenden Wege. Ich beschränke mich hierbei auf den Fall, 
dass n eine ungerade Zahl ist, weil in dem anderen Falle, wo n gerade ist, 
nur einige Modificationen erforderlich sind. Femer wird das Gesetz in seiner 
Allgemeinheit schon an dem Falle, dass n nur drei verschiedene Primzahl- 
polenzen enthält, sichtbar. 

Es sei daher n=^p*p1'p2'^ wo p^ pi, p^ verschiedene ungerade Prim- 
zahlen sind; es gehöre x respective moAp", pi*, p'* ^u den Exponenten d^ 
Ji, (^2 9 ebenso q zu den Exponenten d, di^ d2. Es seien ferner, indem ich 
mich des Zeichens {k, l^...s) für das kleinste Vielfache der Zahlen ky l^...s be- 
diene, 0^^1,02 resp. die grössten gemeinschaftlichen Theiler von d und (Ji, ^3), 

<! * * 

dl und {d, d^)^ dl und {d^ di\ und man setze — = J' , -i- == cJi, —■ = ^2. Be- 

zeichnet man alsdann mit v, ri, €2 respective die grössten gemeinschaftlichen 
Theiler von d und <f^ di und (Ti, di und J29 und die auf p"^ piS ps' bezflg- 
lichen Indices respective mit Ind, Indi, Ind2, so dass 

Ind9 = r6, Indi^^ri^i, Iai2q = r2b2^ 

Indx = p/9, Indi;f = Pi/^i, Ind2;f = psA^ 

wo b und ß, 6| und ßi , 62 und ßi die grössten gemeinschaftlichen Theiler 

der Indices von q und x respective mit yCp**), y(prO, y(K') sind, so findet 

das folgende System von Congruenzen statt: 
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d t' 

— Ind^ ^ ij — clnix moi(p{p'')^ wo ^(f^r mod<f^ 

(1.) (-^Indij ^i7i-^CiInd|X mod(p{p^')^ wo i7ipi = rA modc^i, 

d 8' 

'^lnd2q^ri2-^C2lnAQX inody(/iJ»), wo ?y2p2^^2 inod(?2. 

Bezeichnet man mit i, ii , i, die grössten gemeinschaftlichen Theiler von — , 
— . -^ respective mit (—,—), (—,—), f — 9~}v so erh&lt man aus den 
Congrnenzen (1.) die folgenden: 



"t 



(2.) /d d. d.\i . „_^i.^L5_> 






l^T^« ^T-)'"'''^-^'« '/' c.lnd.x mody(K'), 



(v4) 



(— , :^, ^)lnd29 — ^^V'~ ^ i ^' ^^ ^°^^^ mody(p20 

Hat man aber eine Zahl s so zu bestimmen, dass 

z^a modiTi^ z^^ modiDi, Z;^r modm2) 

wo Oy by c, m, mi^ m2 beliebige Zahlen bedeuten, und sind X, u, v respective 
die grössten gemeinschaftlichen Theiler von m und nix, m und mj, mi und m,^ 
so ist bekanntlich erforderlich, dass 

a — 6^0 modA^ a — c^O modi/^ 6— c^=0 modi^. 
Diese Bedingungen sind aber auch zur Existenz der gesuchten Zahl z ge- 
nAgend. Denn zunächst kann man eine Zahl x finden derart, dass x^^^a 
modm^ und x=^h modmi. Man bestimme nun eine Zahl % durch die Con- 
gruenzen z ^ ar mod (m^ m^^ z ^^ e mod n»? , so ist z« deren Existenz noth- 
wendig und hinreichend, dass x~ce£?0 mod 9)^ wenn ip der grösste gemein- 
schaftliche Theiler von (m^ m^ und nio ist. Diese Bedingung ist aber offenbar 
erfldlt und die zuletzt gefundene Zahl z die gesuchte. 

Da Vy cT|, S-i Zahlen sind, wovon nicht zwei einen gemeinschaftlichen 
Theiler haben, und daher die grössten gemeinschaftlichen Theiler je zweier 
der Grössen d mit denen der entsprechenden Grössen c zusammenfallen , so 
kfinn man daher eine Zahl t finden, derart dass 
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(A A) 

$ ^ n ' . * — c modo, 

(3.) i ^ *. (t-'^) ■ . 

« ^ Tj^— -. — •— C2 moo(/t 

Hieraus geht mit Rücksicht auf die CoDgraenzen (2.) hervor, dass (— ?— 9~) 

ein Multiplum des kleinsten Exponenten g ist, för den q^ congruent einer 
Potenz Yon x (modn). 

Haben — ^ ^^^ ^ respective mit c, Ci, Cj die grössten gemeinschaft- 
lichen Theiler /, ;f,, ;c,, so sind r/, f?i/j, r^^a respective die grössten ge- 
meinschaftlichen Theiler von d und ff, dt und (^i^ «f, und (T,; es sind daher 
nach dem zweiten der am Anfange dieser Nummer gegebenen SStze — , 

— ^, — ^ respective die kleinsten Exponenten, fOr die eine Potenz von q con- 
gruent einer Potenz von x respective modp'*, pl^, pl\ Es bleiben daher die 
Congruenzen (1.) nach ihren bezäglichen Moduln richtig, wenn man beide 
Seiten derselben respective durch /^ Xi^ Xi dividirt. Hieraus ergiebt sich, dass 

v/"^« h>i ^(± ^\ y (± ^i^ 
man die Congruenzen (2.) respective durch ^ — ^— , : — i- , : — ^— 

dividireu darf, ohne die Moduln zu dividiren. Offenbar ist aber der gesuchte 

Exponent g ein Vielfaches von ( — :,— ^,— ^), daher ist die Zahl, durch 

welche ( — ,— ^,-^J zu dividiren ist, um g zu geben, ein gemeinschafUicher 

Theiler von — ^ — ^, : — ^, : — *— • Da man aber durch den 

• •! h 

grössten gemeinschaftlichen Theiler dieser drei Zahlen jede der Congruenzen 
(2.)^ unbeschadet ihrer Richtigkeit nach ihren bezOglichen Moduln, dividiren 
darf, so folgt, 

/d d, d^\ 

iaes g = ' * , wenn ip der grösste Factor des eben erwähnten grö$$len 

gemeinschaftlichen Theilers ist, für den noch eine Zahl s' ermitteU werden 
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kann, die den folgenden Bedingungen genügt: 

3' W ' V. r 



»V 



inod(^. 



(4.) /. ^.(t'^^' 









9 E^ 172-^ r-^ — modcJa 

e, t,tfß 
Ich behaupte jetzt, dass v^ mit — r-, -4-, -4- keinen gemeinschaftliciien Tbeiler 

hat. Denn gesetzt tp habe mit —r einen gemeinschaftlichen Tbeiler a, so ist 

sofort zu sehen ^ dass o als Factor von — ^' . ^* oder auch von ' . * ' 

t % 

(— »— ) 
ein Factor von c sein muss, weil — '—z^ — mit — keinen gemeinschaftlichen 

Tbeiler bat. Daher hat a auch keinen Factor mit tj gemeinschaftlich, weil 
dieser sonst (s. Congruenz (1.)) auch Factor von r wäre, was nicht möglich 
ist, weil r zu cf prim ist. Ferner enthielten die Coeflicienten von Ci und Cj 
in der zweiten und dritten Congruenz (2.) den Factor a. Der Bedeutung der 
Grössen c gem&ss muss aber jeder Primfactor von c in einer der beiden 
Grössen C| oder c enthalten sein. Irgend ein Primfactor fx von a muss daher 
auch in Ci oder C2 enthalten sein, und zwar mindestens in einer dieser beiden 
Grössen so oft als in c, es sei dies in Ci, alsdann erfordert das Bestehen der 
Congruenzen (4.), dass — diesen Primfactor noch ebenso oft als C| enthfilt, 

was aber absurd ist. Da man ebenso beweisen kann, dass tp weder mit ~4- , 

noch mit -4- einen gemeinschaftlichen Tbeiler hat, so folgt, dass rp der 

grösste f actor des grössten gemeinschaftlichen Theilers von ^^*'.'**^ , ^' . **^ , 

Sixul i3^ wofOr noch die Congruenzen (4.) eine Lösung zulassen. Aber ip 

muss offenbar auch ein Tbeiler von iXyXi^iX'i) ^^^ daher auch von (c, Ci,C2) 
sein; es ist also tp der grösste Factor des grössten gemeinschaftlichen Theilers 

Yon t^\*f\ Zji|iO^ ZiCvO^ (c, C|,C2), wofür noch die Congruenzen (4.) 
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lösbar sind, indem man jetzt unter x^ Xt^ X2 respective die grössten gemein- 
schaftlichen Theiler von i, i,, ij und c^ c,, Cj versteht. 

Zam Bestehen der Congruenzen (4.) ist aber nach einem oben ange- 
ffthrten Satze das Bestehen des Systems der folgenden Congmcnzen noth-- 
wendig und hinreichend: 

d, d,\^ /d d. 



*' ^"^'"^^'^ *; ^v^)''« ._ 



17i-^ r—^ 172-^ r-! =E: modO). 

'*r, t,v '^r, i,t^ ' 

wo fi)2« fi^i, u)^ respective die grössten gemeinschaftlichen Theiler von e und 
Ci, c und C29 Ci und c, sind. 

Hultiplicirt man die erste dieser Congruenzen mit ififi^ die zweite 
mit QQi^ die dritte mit QiQ^^ so werden dadurch den linken Seiten keine 
neuen Factoren der bezäglichen Moduln hinzugefügt, weil diese respective zn 
den Zahlen ififi^ (^(»29 9x9^ prim sind. Da nun f]9^r modc^ r/iQ^^ri modci, 
ij297^^r2 modcs, so verwandelt sich das letzte System von Congniensen in 
das folgende: 

roj ' — r TiP-^ r^ = modo>|, 

''^P'^ — :;ä^ ^^P*^ — ^id^ — — ® ™^^®- 

Diese Congruenzen setzen wir in andere mody^ um; dann können vrir die- 
selben respective durch — V. —V-, — r dividiren. Man erhfllt alsdann: 

rp, ir-^-^ r.p ~^— T- ^ \ ' — ^ ^ modt^. 

^' c ©,•, t a, *^ D^ rt 1, w, ^^ 

fipo— * — T- . — ^ — fop,— ^— T- . — ^ ^ ü modv^. 
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Es ist aber^ wie schon bemerkt, (c,Ci)^0 modcj, daher —.^:^ eine 

c c 

ganze Zahl, oder -z-^A-^. wo ^ eine ganze Zahl. Ebenso findet man 

c c 

~- = i?-;-^9 WO B eine ganze Zahl. Mnltiplicirt man die beiden letzten 61ei- 

chungen, so erhält man AB=i^ d. h. A = ß^i. Daher ist — = ^^l£Ü. 

Analoir ist -^ = ^^i^ — = ^^^ ^ = (£li^ <^t ^ (c,c.) c, ^ (c, c.) 

Man bat also als Resultat unserer Untersuchung Ober den kleinsten 
Exponenten g, für den q^ congruent einer Potenz von x (modn), 

*»» fl* = ^ 77- 77 '^ ' «'«»« V ''«^ flTöwfe Fador «fe« grönten ge- 

meintchaftUcben TkeOert von X(.\,K) ^ .X,(i.it) ^ X»(.yJ ^ (c,Ci, c,) ist, für 

welchen das folgende System eon Congruenzen noch identisch erfüUl ist: 

I ro. T- ^' . "^ -A-i-_L£_— r.D— ^ — :- ^'. *^ ^ " *^ == modu/. 

Lg,^ A. M) _(£:0__r,p.ik. A. Ml ifi^ = mod V, 

vo X» ^ITi) ;C2 ^*^ grössten gemänsehafUichen neiier retpeetine 0on i und e, 
t'i uHd «1, ii vnä c^ sind. 

3. 

Unter Beibehaltung der Bezeichnungen in No. 1 und 2 ist die Anzahl 
der conjugirten idealen Primfactoren einer nicht in n enthaltenen Primzahl q 
in der t*heorie der eomplexen Zahlen in n gleich ^^jj^- Enthalt eine com- 
plexe Zahl in n, f{(o)^ genau m ideale Primfactoren von q^ so enthält die 
Norm derselben, nämlich 

wo v = S^^ und fi, r2, . . . r^ die i' Zahlen sind, welche kleiner als n und 
prim zu fi und wovon der Quotient j^ zweier nicht congruent einer Potenz 
von X (modii), genau die Potenz ^"'», da 'iS!^:^}^^ d.t=zg (nach No. 2). 
Bedeutet Q den kleinsten Exponenten, fflr den p congruent einer Potenz von 
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X (modf}')) so findet man ebenso, dass die Norm einer complexen Zahl in n, 
f{w)^ welche genau M ideale Primfactoren von p enthält, genau den Factor 
p^^ hat. 

Hieraus ergiebt sich, dass die Norm einer complexen Zahl in n, f{io\ 
die Gestalt hat: 

iV/(cü) = p^^p^^^^p^^^^ . . . q'^Sq^igi^tst . . . ^ 

wenn M^ iM,, itf^, . . . m, «i,, «b, . . . ganze Zahlen und 6| , G29 • • • S^i? J?2^ • • • 
eine ähnliche Bedeutung wie respective G und g haben. 

Ideale Zahlen in tt gehören zu derselben Klasse, wenn sie mit der- 
selben idealen Zahl in n multiplicirt eine wirkliche complexe Zahl in n 
zum Producte geben, d. h. eine complexe Zahl F((o) mit der Eigenschaft 
F^o)") = F(cü). — Man beweist nach den Principien von Kummer , dass es 
nur eine endliche Anzahl verschiedener Klassen giebt. 

Ehe wir nun zur Bestimmung der Anzahl dieser Klassen fibergehen, 
wollen wir eine Bemerkung machen, wodurch die Betrachtungen vereinfacht 
werden. 

In meiner oben erwähnten Arbeil habe ich die Bedingungen för das 
Verschwinden einer Periode n^, deren Index r zu it prim ist (einer primi-- 
tiven Periode, wie ich sie dort genannt habe) angegeben. Aus diesen Be- 
dingungen geht hervor, dass man einen Factor d von n finden könne, derart 
dass die Periode n^d nicht verschwinde, und dass wenn d der kleinste der 
Factoren von n ist, welcher dieses bewirkt, jeder andere von derselben Art 
ein Multiplum von d sein müsse. Ist d der kleinste Factor von n^ für den 

n^d nicht mehr verschwindet, so ist d.(p(^j = (p{n). In dem Ausdrucke, in 

welchen sich n^,, nur auf eine Weise setzen lässl, nämlich: 

sind daher die Exponenten von co kleiner als 9>(n). 

Ist nun /'(co) eine wirkliche complexe Zahl in n, so ist 

daher ^/(tü) = F(7i), wo F(n) eine nur die Perioden enthaltende complexe 
Zahl ist. Sind nun die Bedingungen erfüllt, welche für das Verschwinden 
der primitiven Perioden nothwendig und hinreichend sind, und ist d der kleinste 
Factor von n, für den n^d nicht mehr verschwindet, so wird also nach der 
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M 

eben gemachten Bemerkung F{n) eine aus den Wurzeln der Gleichung x^ =i 
gebildete complexe Zahl sein, in welcher die sämmtlichen Exponenten von cu 
kleiner als (p{n) sind. Sie lässl sich daher auf die Gestalt bringen: 

wo die Exponenten von vo kleiner als (p(n) sind. Aus der Gleichung t/'(co) =F{n) 
folgt daher, dass sämmlliche Grössen c durch t theilbar sind, dass also /(oi) 

selbst einer aus den Wurzeln der Gleichung x^ =i gebildeten complexen 
Zahl gleich ist, also einer auf eine Gleichung niedrigeren Grades bezQglichen 
complexen Theorie angehört. Hieraus folgt, das$ mr uns im Folgenden auf 
solche Werihe eon x beschränken können, wofür die primitiven Perioden nickt 
verschwinden. 

4. 

Um die Klassenanzahl der complexen Zahlen in n zu bestimmen, muss 
man den Grenzwerth der Reihe 

(1.) R^(s--i):s—^ für ,= 1 

eraitteln. In dieser Reihe ist die Summation auf alle nicht durch blosse Ein- 
heitsfactoren verschiedenen idealen oder wirklichen complexen Zahlen in n zu 
erstrecken, und der Norm die in der No. 3 angegebene Bedeutung beizulegen. 
Diese Reihe ist mit der folgenden gleichbedeutend: 

worin man Ober alle realen^ Primzahlen q, ^i, ^s, ... die nicht in n ent- 
halten sind, und Aber alle positiven ganzzahligen Werthe von M, Jli, M^^ ... 
m^ Ml, 11129 ... Summiren muss. Es sei der Exponent, zu dem x (med»') 
gehört, f der Exponent, za dem p nach demselben Modul gehört, a der kleinste 
Exponent, fär den x* congruent einer Potenz von p (modii'), und man be- 
zeichne die Grösse ^ = -3^ mit n, und die Grösse ^^=^ mit 

ff xg ^ l^a ÖC 

Uy und lege den Grössen ti^, Hj, ... C/i, C/ii, ... eine Ähnliche Bedeutung 
respective für ^i, 9^1 • • • fi^ /'2, • . . bei, so findet man 
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wo jedes Produclenzeichen 77 sich auf alle diejenigen unendlich vielen nicht 
in II enthaltenen Primzahlen bezieht, für die g oder u denselben Werth haben, 
und die Anzahl der verschiedenen Producte mit der Anzahl aller möglichen 
Werthe von g oder u übereinstimmt. 

Es ist nun dieser Ausdruck R in ein Product mit endlichier Factorcn- 
anzahl zu verwandeln, derart dass jeder Factor eine bestimmbare Reihe wird. 
Diese Umwandlung, welche Tdr gewöhnliche complexe Zahlen ohne Mflhe ge- 
leistet werden kann, ist Tfir die complexen Zahlen in n mit Schwierigkeiten 
verknflpft. Es war dazu die in No. 2 vorausgeschicitte Untersuchung aber 
den kleinsten Exponenten g, für den ^ congruent einer Potenz von x (mod n) 
wird, unumgänglich nölhig, wie aus der folgenden Nummer noch deutlicher 
hervorgehen wird. 

Ich darf mich in den ferneren Entjvvickelungen der besseren Uebersicht 
wegen auf den Fall, wo n ungerade ist, beschrftnken, da die Behandlung des 
Falles, wo n gerade ist, nur einige leichte Modificationen erfordert. 

5. 
Es seien e, ei, 62, ... Zahlen respectiee aus den Reihen 0, 1, ... 

S^)_l, 0, 1, ... -S^-1, 0, 1, ... .^-1,..., weiche der Ca», 
gruein 

(1.) eQ^+CiQi^+eiQi^-^"- = modr 
genügen, so ist 

vo §, St, I2) • • • respectke primiHne Wuneh der GleichuHgeH |^^^ ^ = 1, 
If Cp?') = 1, §f CpJO = i, .,. tmd^undda$ ProductetueicheH H sich auf 

alle Werthcombinationen von e, ei, es, . . . bei^ieht, welche der Congruem (1.) 

genügen. 

Um diese Ümformiing xu begrflnden, muss gezeigt werden: 

1) dass |«*Ind?^«.*'.Ind.jgj.j;ind.y . . , wenn e, e„ e^, . . . der Con- 

graenx (1.) genflgen, eine ^" Wunel der Einheit ist; 
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2) dass jede der g Wurzeln der Gleichung ac^ = 1 in dem Producte 

n vorkommt, und zwar jede ti mal. 
6j 6] I • • • 

Die Allgemeinheit des Verfahrens ist wiederum schon an dem Falle 

»=/>'*/>?'/>?♦ ersichtlich. Da q^ cougruenl ist einer Potenz von x (modn)^ so 
darf man setzen: q^^T^ modii^ und es ist 

Bezeichnet nun u> eine primitive Wurzel der Gleichung a:^^'^»'^*^ = 1, so ist 

Daher ist 

(^«'Indx^.a; Ind. *^,a'.Ind.xy ^ l'^ c +"'?' c. +'•?•— ^"J*^^^ 

weil die Congruenz (1.) gleichbedeutend ist mit: 

(3.) e(f ^' "^* ^ +eiei ^ '^* ' ^6^92 ^ '\* ^ +-»=0 inod(c,c„c„...). 

Hieraas ergiebt sich, dass der Ausdruck f^'^^9f/,l^^q^!y^lnA,q ^.^^ ^,. 
Wurxel der Einheit ist, und dieses war zuerst zu beweisen. 
Es sei jetzt 
t«i'lndgte,^'ilnd,gte,^ilnd,g _ le'^'Indj^'.d, Ind,ytei*ilnd,5f 

WO e, c„ ei, c', ei, ^ zwei der Congruenz (1.) oder (3.) genflgende Werth- 
systeme der obigen Zahlenreihen sind. Man hat alsdann: 

Ist « eine prlaitiTe Warsel der Gleichung s "**'•' *'t ^ « 1, so ist 

^a; Ve*e./ 
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die Gleichung (4.) erfordert daher, dass 

( {^ iL\ (± ^\ (± ^\ 

I ,„od(A,A,AY 

Aus dieser Congruenz folgt aber sofort, dass 

WO a^ ai, a, ganze Zahlen sind. Man hat daher statt der Congraenz (5.) 
die folgende: 

(7.) ar^^^ + a,r,^m + a,r.^^^O mod«,.'., i,). 

Cc c c 1 

Multiplicirt man aber die erste der Gleichungen (6.) mit p ^ ' " '"^ ^ die iweite 

c 

mit p /^>^t>^t) ^ ji^ ^iritte mit p^^^^-^tiii) und addirt, so erhftlt man mit Rttck- 
sieht auf die Congruenz (3.) 
(8.) «p^^-i-^-f«.(,.^-^-ji_i-^ + «,(>, -^1-^ = inod(c,c,c). 

Wenn zwischen einer Anzahl disponibeler Grössen eine Congmenz (modm) 
besteht, so ist die Anzahl der zulässigen Werthe der m^* Theil der Anzahl 
aller Grössen. Daher ist in Folge der Congruenz (1.) die Anzahl der Factoren 
des Productes in der Gleichung (2.) gleich 

^dp") y(p?0 vdPV:) 

Aus den Gleichungen (6.) und den Coiigruenzen (7.) und (8.) folgt aber, dass 
eine im Prodncte TI der Gleichung (2.) vorkommende g^"" Wurzel der Einheit 

R^^*" — T~Ä — 5 — 7^' — r-r-mal vorkommt, wenn o der grösste Factor des 

grössten gemeinschaftlichen Theilers von [i^i^^i^ und (c, Ci,e^) ist, ffir den 
als Modul die Congruenzen: 

ar — ^'Y' H-aiTi — «- ^ \ *^ + «2 rj --^ ^V^ = med er, 

) d (^iJ^i) I d, (c, Ck) , d, (c, cj ^ j 

'^PT" L +«ipi A- ^ '^-^ 4- g2(»?--^ ^ =0 modcT 
. ^M c *^*t?.i, c, ^ ^^v. ^ 
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die eine eine identische Folge der anderen ist. Hierzu ist aber nothwendig 
und hinreichend, dass identisch 

(10.) \rü2 V- ^'. *^^ — TgO-^ — - ^ . ' ^ ' '-^ £= moda, 

Es ist in diesem Systeme von Congruenzen und in «lern Systeme (9.) zu be- 
achten, dass (C, Cj , Ca) = {C, Ci) = (c, Cy) = (Ci, c_>). 

Der Modul a darf mit keiner der Zahlen — r* —4-, —4-, — , — !-, -^ 

einen gemeinschafllichen Theiler haben. Denn gesetzt a hätte mit -r einen 
gemeinschaftlichen Theiler ß, so wfire ß nach der ersten Congruenz (10.) 
anoh Theiler von «,4--%^^^^^^. Da er aber zu r-A--^^ prim 

Cc c '^ Cc c ^ 

und Theiler von c. ^ ^ "^ isL so ist er entweder Theiler von ^ ^ ^^ oder auch 

kein Theiler von (^i^-^-^, da Qi zu Ci prim ist; also mässte der gemein- 

d (c c ^ 

schaftliche Theiler ß von a und -~r ein Theiler von ^ ' '^ sein. Ebenso folgt 

(c c"^ 
ans der zweiten Congruenz (10.), dass ß ein Theiler von ^^^— ^ sein müsste; 

was aber absurd ist, da ^-^^ und ^^^^'^ keinen gemeinschafilichen Theiler 

haben (s. No. 2). Auf eine ähnliche Weise wird gezeigt, dass o mit -4- und —V 

keinen gemeinschafllichen Theiler hat. — Es habe ferner a mit — einen ge- 
meinschafilichen Theiler y, so müsste dieser nach der ersten Congruenz (10.) 
Theiler von r,(f^4r^^^^^' sein. Da er aber zu (f^^SSii£il mm 
ist. so mflsste er ein Theiler von r.^~^ sein. Nun aber ist derselbe Theiler 
von ft ' . , folglich entweder Theiler von . ^^ oder auch nicht Theiler von 
fi .*^ ^ da Ti zu ii prim ist; also mflsste y Theiler von ^^^ sein. Ebenso 

folgt aus der zweiten Congruenz (10.), dass y Theiler von ^^^ sein müsste. 
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was aber absard ist, da .^^ und .^'^ keinen gemeinschaftlichen Theiler 

8' S' 

haben. Auf ähnliche Weise wird gezeigt, dass a mit —^ und -^ keinen ge- 

meinschaftlichen JTheiler hat. 

Co c^ 
Ein gemeinschaftlicher Theiler e von a und ^ '^ *"^ mnss nach der 

ersten Congruenz (10.) auch Theiler von rO| l_ ^\fU) KP^^t) g^j,j p^ 

er aber prim zu —^^^-^ und Theiler von t ^^'^/'^ ist, so ist er entweder 



0. t. c. © 



Theiler von pi V'\**-^ oder auch nicht Theiler von rpi *'\**^ , weil r in • 

prim ist. Wäre daher s nicht Theiler von ■ ', ^ so mflsste es mit (fi einen 
gemeinschaftlichen Theiler haben, welcher also zu Ci prim ist. Aus der 
zweiten Congruenz (10.) würde man schliessen, dass dieser Theiler auch prim 

zu Ci wäre. Es ist aber unmöglich, dass irgend ein Divisor von e, welches 

(c c^ 
selbst Theiler von ^ " *"^ ist, prim zu c^ und zu c^ sei. Also mflsste der 

c 

grösste gemeinschaftliche Theiler von a und ^ *' *"^ auch Theiler von ^'. ^ 
sein. Umgekehrt heisse ^ der grösste gemeinschaftliche Theiler von a und 
^*'^**\ so muss dieser nach der ersten Congruenz (10.) Theiler von 
y.pJlj!, ftOCg|>0 g^in Er ist aber prim zu *^-lMl und TheUer von 

^i^Lifil daher entweder Theiler von ri ^^"^*^ oder auch nicht Theiler von 
c ' c 

^ p^CpO.^ weil () zu c prim ist. Wäre daher C nicbt Theiler von SSii^^ 
c c 

so müsste es mit Ti einen gemeinschaftlichen Theiler haben, welcher also lu 
f\ prim wäre. Aus der zweiten Congruenz (10.) wflrde man schliessen, dass 
dieser Theiler auch prim zu tj wäre. Es ist aber unmöglich, dass irgend ein 
Divisor von ^^ welches selbst Theiler von ^*' '. ist, prim zu ti und i> sei. 

Also ist der grösste gemeinschaftliche Theiler von a und ^*".**^ auch Theiler 

von ^ '* *"^ ' Aus beiden Schlössen zusammen ergiebt sich, dass der grösste 

gomeinschaflliche Theiler von a und ^^nhL mit dem grössten gemeinschaft- 

(c c^ 
Hohen Theiler von a und ^ '* "^ flbereinstimmt. Da aber o Divisor von 

c 

iM.!.u und r ^ '* »^ ist, so folgt, wenn man mit x den grössten gemein- 

I c 
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schaftlichen Theiler von t und c bezeichnet, dass o ein gemeinscbafUicher 

Theiler von x '- und (c, Ci,C2) ist. Aehnlich schliesst man, dass a ein 

gemeinschaftlicher Theiler von Xi »* und (c, Ci , c^) und auch von x^ - 

und (c, Ci, Ca) ist, wo /i und x^ respecfive die grössfen gemeinschaftlichen 
Theiler von ti und c^ und von ^ und C2 bedeuten. Daher ist a der grösste 

Divisor des grössten gemeinschaftlichen Theilers der vier Zahlen x - 'i 

Xi .* ? /2 - ^^ (c^ ^19^)9 för den noch die Congruenzen (10.) bestehen. 

Vergleicht man das System der Congruenzen (10.) mit dem Systeme 
(5.) in No. 2, so ergiebt sich, dass o mit dem dortigen \p übereinstimmt, 
daher ist 

Daher kommt eine im Producte FI der Gleichung (2.) vorhandene 9'** Wurzel 
der Einheit genau -5^^ = wmal vor; und da die Anzahl aller vorkommenden 

gleich -^^^ so folgt, dass alle gr*'" Wurzeln der Einheit vorkommen, und 
jede ff mal. Dieser Nachweis war das zweite Erforderniss zur Begründung 
der Gleichung (2.). 

Sind el, e^, ... wieder Zahlen respective aus den Reihen 0, 1, ... 

yy^ ~1, 0, t, ... ^y^ ~1, ..., welche der Congruenz: 

(!•.) elp,|^+e;p.-^+... = modo 
genügen, wo c!l, jetzt den grössten gemeinschaftlichen Theiler von d^ und ((^1,(^2,... 
^;i-n ^/i+n •••) bedeutet und ^J^ = -r ist, so hat man analog der Gleichung (2.) 



(2".) 



/ ' Y- n '- 

( 1 L I i?;,e;,... y.(j;'lnd,p^e;^f';ind,p 

\ P^ / ^ TT. 



Es sei Cf^^a^.Cf,^ wo «„ eine ganze Zahl ist; riiultiplicirt man die Congruenz 
(1^) mit d\ so erhält man gemäss der Relation t = S'0 

^iPi^i — - + ^p2«2 1 — ^ modr. 

Cj c, 

Setzt man eja, = ei', e'ia^^e^^ ..., so gehl diese Congruenz über in: 
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(1».) e;>,-I.+e;> ' +... = modT, 
und, weil (Jl^ = ai^i, (Ja^Oi^^a^ • .^ die Gleichung (2**.) in 

wo das Product sich auf alle Zahlen respective der Reihen 0, 1, ... 

-^^^-1, 0, 1, ... ^^-i, ... bezieht, welche der Congruena (1*.) 
genügen , da, wie man leicht sieht, die Grössen e'i e^, . . . , wenn sie dieser 
Congruenz genägen, von selbst respective durch «i, er,, ... theilbar sein 
mässen. — Man kann also in der Gleichung (2^.) die oberen Indices der 
Grössen e weglassen und das Product IT Aber alle Werthe der Grössen et, 
e2, ... aus den eben angegebenen Zahlenreihen erstrecken, welche der Con- 
gruenz (1.) genfigen, nachdem man darin e gleich Null gesetzt hat. 

6. 
Substituirt man in dem Ausdrucke R (Gleichung (2.) in Nr. 4) fQr jeden 
Factor / r— \ , . . . / t-\ ... seinen Werth aus den Gleichungen (2.) 



(^)''('-y 



und (2^.) der vorigen Nummer, entwickelt die einzelnen Factoren in Reihen, 
und multiplicirt diejenigen mit einander, die zu demselben Werthsysteme der 
Grössen e gehören, so erhalt man: 

jßd'Indm e^ d\ Ind, m e^ S'^ Ind,m 

(1.) R = (*-l) n 2j !i ^2. _^:i. 

In dieser Gleichung bezieht sich das Productzeichen II auf alle -^-^ Werth- 
systeme e, ei, es, . . ., die der Congruenz (1.) der vorigen Nummer genfigen, 
das Summenzeichen JS^ jedesmal auf alle positiven ganzen Zahlen, fSr welche 
die vorhandenen Indices einen Sinn haben. Wenn z. R. ^ = 0, ej, e,, ... 
aber von Null verschieden sind, so bezieht sich JS^ auf alle Zahlen, die mit 

n' = -^ keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. 

Den Grenzwerth des Ausdruckes R für #=1 finden wir mitHfilfe der 
von Dirichlet in der Abhandlung über die arithmetisehe Progression gegebenen 
Gleichungen : 
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(2.) liin(*-l):s;-ip(fttr*=l) = 1, 



(3.) sj iL__& ^=/- 






dx. 



In der letzten Gleichung sind y, Yx^Yi^i • • • ganze Zahlen, die nicht alle zu- 
gleich verschwinden; das Summenzeichen links bezieht sich auf alle positiven 
ganzen Zahlen, für welche die vorkommenden Indices einen Sinn haben, das 
Summenzeichen rechts auf alle Zahlen <Ci>i, und prim zu Ui^ wo iij den 
ComplciX aller derjenigen in n enthaltenen Primzahlpotenzen bezeichnet, in 
Bezug auf welche liukerhand Indices vorkommen, wfihrend die Integration 
auf reellem Wege von bis 1 auszufahren ist. In der Gleichung ^2.) da- 
gegen bezieht sich das Summenzeichen auf alle positiven ganzen Zahlen. 
Setzt man 

(4.) /y,y.,y.,...(a') = ;s-.^yi'"J'»ir'^*'"'^r'^"^«'"...x'», 

wo das Summenzeichen sich auf alle Werthe von m kleiner als »i und prim 
zu Hl bezieht, und ist eo, eine primitive Wurzel der Gleichung a;"' =1, so 
erhält man durch Zerlegung in Partialbrüche aus Gleichung (3.) 
^Indmpslnd,m.r,lnd,m , , 

jylndmjy^ Ind| m j^^ Ind^ m 

(5.) i 

WO e(cül) = y(l— tyi)(l— wr'Ti welches eine von Kummer mit dem Namen 
KrmtheUungseinheit belegte complexe Einheit ist. 

Ist z.B. ni=p"p1'p2' und ä, äi, «2 respective primitive Wurzeln der 
Gleichungen z^ = 1, zf'' = 1, af»' = 1, so ist 

wo -S*^, -2]„,, -2]^, sich respective auf alle Zahlen kleiner als p° und ohne 
den Theiler p, kleiner als p"' und ohne den Theiler pi^ kleiner als p" und 
ohne den Theiler p2 beziehen. Hieraus ergiebt sich, dass, wenn / mit Ui den 
grössten gemeinschaftlichen Theiler p^pi'p^"^ hat, / y {^\) verschwindet. 



Hieraus folgt 
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ausser wenn y^O modp^^ yi^O mod/if', y^^O moip^\ Umgekehrt wenn 
die höchsten in y, yi, yj enthaltenen Potenzen von p, pi, />2 respective p^^ 
fiS />2' sind, so verschwindet L ^ y (^^i), ausser wenn /^O mod]^^p?*pf*. 
Hieraus folgt, wenn y = yp^^ y, = yj|>f», y^^y^K' und /, yi, yi respective 
nicht mehr durch p, p^^ p^ theilbar sind, so ist nach Gleichung (5.) 

ijy Ind m ^y^ Ind, m ^y, Ind. m 

wo die Summation rechts sich auf alle Werthe von / kleiner als ^''"^/ij'^^pj«"^« 
und prim zu ii| bezieht. — Setzt man ffir eine dieser Zahlen l^lm=:m' modiii, 
so durchläuft m! mit m alle Werthe, die kleiner als Hi und ^m zu », sind, 
und man erhält 

Daher geht die Gleichung (7.) Ober in: 

^y Lad I« ^y, Ind, m >y, Ind, m 



(8.) L-l/ (^Wpt')^,^-yInd/^-y.M/^-y.Ind./ 



m 



[iog.W/'M)+|.(.-iSSS«L)y-i], 



WO rechts so wie in Gleichung (7.) zu summiren ist. 
Man findet nunmehr ohne Mähe: 

1) wenn y+yi+y? eine gerade Zahl ist, 

!jy Ind m jy^ Ind, m ^y^ Ind, m 
V J Sl S2 
=_i, wW''S>,f-'«°^'{r'''°^''r"'"'^'iog.(<»K''M'), 

2) wenn y+yi + y2 eine ungerade Zahl ist, 

uy Indm v^i Ind, m ^, Ind, w 

(10.)^ 
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In beiden Gleichungen ist rechterhand so wie in (7.) und (8.) zn snmmiren. — 
Setzt man p"~^p'~^'p"~^' = »', , so ist 

eW)e(co|+»'.)e(«>l+^"'0...eW+CPV'P?'-i)«'.) = e{u,fP''P'n. 
Ferner ist: 

eMe(«,'+-.)e(«>'+*"0 . . . *(J"^^^"'^"') = e«), 
WO (o eine primitive Wurzel der Gleichung x" = 1 bedeutet. Hieraus folgt: 

1) wenn y+yi+y2 eine gerade Zahl ist, 

iyhkdm y^ Indj tn ^y^ Ind, m 
= ~L, , (<W'--):J,s-'"»''C''>''''sr''-''^'i.g.(»'), 

2) wenn y+yi+y2 ©ine ungerade Zahl ist, 

i^ylndp^v, Ind, mj^g Indern 
JS^ r 
m 
nnj ^V.ri,y. ^ ' ^ '^ ^' ^' 

die Summationen rechter Hand in beiden Gleichungen sind auf alle Zahlen 
kleiner als n und prim zu ni zu beziehen. 

Wir können nunmehr zur Bestimmung des Grenzwerthes von R 
flbergehen. 

Es bedeute für irgend einen Factor des Productes in Gleichung (1.) 
n das Product aller derjenigen in n enthaltenen Primzahlpotenzen, denen 

nicht verschwindende Werthe der resp. Grössen e entsprechen, (o eine 

primitive Wurzel der Gleichung x *»*«''»»• = 1, p^^ pf», /if«, . ... respective den 
grössten gemeinschaftlichen Theiler von p", /i7s psS • • • und e^ ei, e2, . . ., 
und man setze, 

wo sich die Summalion auf alle Werthe von l^ die kleiner sind als n^ ^ ^ 
und prim zu dieser Zahl, bezieht. Es sei nunmehr 
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wo sich das Productzeicheo auf alle mit der Congruenz (1.) der vorigen 
Nummer verträglichen Combinationen der Grössen e, mit Ausnahme der Com- 
bination 0, 0, 0, . . . 0^ bezieht, so dass die Anzahl der Factoren von A gleich 
yW _| £j^^ genauere Discussion des Ausdruckes A wftrde zeigen, dass 

er die Gestalt p^p\'pl\..<^ wo die Exponenten e, €,, ^j, .• rationale Werthe 
haben, annimmt. Wir geben jedoch aus dem Grunde auf die Ermittelung dieser 
Exponenten nicht ein, weil es zweckmassiger scheint, den Ausdruck A in Ver- 
bindung mit einer Determinante im Scblussausdrucke der Klassenanzahl zu 
betrachten, gegen die er sich wegheben muss. 

Es seien ferner /^ /j, 4? ^9 - • respeclive die kleinsten Reste von l, 
bc, Ix^y l)^y ... modii und 

so weit fortgesetzt bis das erste Glied wiederkehrt, so hat man in Folge der 
Congruenz (1.) in Nr. 5 

^ |— c J' Ind /^— Cj ö\ Ind, /^— c, d'^ Ind, l ^ 

wo die erste Summe auf alle Werthe von l, die kleiner als n und prim 
^^ ^e a « sind, zu beziehen ist, die zweite Summe auf solche von diesen 

Zahlen, wovon nicht der Quotient zweier einer Potenz von tc nach dem 
Modul n congruent ist. Wir setzen diese zweite Summe 

y w— ei'Ind/> — c, d' Ind, Jt— «t^tlnd./ « w^/^ ^ ^ \ 

^is Si ' ' ' S2 • • « ...Ä; = Ate, «1,629 ...j. 

Es sei ferner 

so weit fortgesetzt bis der erste Factor wiederkehrt, und 

1) für den Fall dass r ungerade, oder z gerade ohne dass x^^ ^ —1 modn 

^^^-. e J'Ind/^- e. J. Ind, /^-. .. J. Ind. / j^^^^^z^ 

2) für den Fall, dass r gerade und x^iE^—i mod« 

^^^~ 6*4nd/^-ij,a.Ind,/|~e. J; Ind, / ,^^^^^^ 

^ ^^f-^<J'ind/^-e.*;ind,/^-e.d;iod./ ,^^^(^^^ ^ ^(6, e„ e,, .. .); 

WO die Summen L und L' sich auf die Werthe von / beziehen, die prim zu 
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% e .e ^^^^ ^"^ wovon der Quotient je zweier nicht congruent einer Potenz 
von X (modn) und die unterhalb ^n fär L und unterhalb n fflr L liegen. 

Unter den Grössen ^, Ji, (I29 • • enthalte d die höchste Potenz von 2, 
welche flberhaupt in einer derselben als Factor vorkommt Alsdann sind die 
Zahlen (Ji, (JJ, . . . sdmmtlich ungerade, und daher ei(Jl + e2^i+ •=ei+e2+- 
(mod2). Man bestimme nun alle Systeme der Grössen «i, 62« ...., welche 
der Congrueuz 

^^^ (c,o.,c„...) ^^p^ (c,c.,c.,...) ^.., _ Q ^^j (c,c..c„...) 
c, c, c 

genflgen. Es sei fflr irgend eines dieser Systeme 

^iPi ^ re7(f2 ^ (-••• — w ^ , 

so muss der zugehörige Werth von e der Congruenz: 

ep+<f ^ modc 
genflgen. — Ist nun ei, €2^ ... ein System, welches der ersten Congruenz 

genflgt, so ist auch ei+A ^^'^"^*V'" , 62, ... ein solches System, wenn k 
eine beliebige ganze Zahl bedeutet und die erste Grösse nach dem Modul 

^•y ^ reducirt ist. Da aber der letztere Modul eine gerade Zahl ist, so hat 

diese Reduction auf den Charakter der Summe ei-f e2+'" in Bezug auf den 

Modul 2 keinen Einfluss, und weil ^^^^"^"'"^ ungerade ist, so folgt daraus, 

c 

dass diese Summe ebenso oft gerade als ungerade ist. Ist cT' gerade, so ist 
e^'+eicJI+e2cJJ+-** = ei4-^+-"(niod2), daher wird auch die erstere Summe 
ebensooft gerade als ungerade. Ist aber J' ungerade, so muss man die 
Fälle unterscheiden, wenn auch d also auch c ungerade, oder wenn das 
Gegentheil stattfindet. Im ersteren Falle sei e, €^1, e^^ ... ein der Congruenz 
(1.) der vorigen Nummer genflgendes System, so bilden auch die Grössen 

e+kc^ 61, e», . . . für Ä = 1, 2, . . . •^— -^— 1 ein solches. Da aber c un- 
gerade ist, so wird e3'+ei^i+e2^2+*' ebenso oft gerade als ungerade. Im 
anderen Falle, wo c gerade ist, ist G^^e^ mod2, wenn die Summe sich 
auf diejenigen der Indices 1, 2, ... bezieht, fflr welche c^ dieselbe Potenz 
von 2 enthält wie c. — Es muss aber e+G^O mod2 sein, und daher 
erf^+eicJi+e (TiH — congruent der Summe der flbrigen Grössen e •(mod2). 
Diese Summe aber ist ebensooft gerade als ungerade, da, wenn z. B. e^ ein 
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Cc c c ^ 

Glied derselben ist, 62 + k ^' '^ '^'""^ ebenfalls ein Glied einer solchen Samme 

c 

ist. Es ist also in allen Fallen ed'+ 61^1+62^2+"* ebenso oft gerade als 
ungerade, ausser wenn alle Grössen c eine gleich hohe Potenz von 2 ent- 
halten. Dieser Fall tritt aber dann und nur dann ein, wenn r gerade und 
x^^— 1 modii^ und in diesem Falle ist die Summe e(T'+ei(f|+e2(f)+'** 
stets gerade. — 

Setzt man endlich 

nK{e^ ei, 62 ,...) = iP, IIL (e^ ei, e», . . .) = ^, nV{ey ei, ej ,..•) = ö'^ 
wo das erste Productzeichen sich auf alle der Congruenz (1.) der vorigen 
Nummer genägenden Werthsysteme der Grössen e bezieht, fflr welche 
e^+ei(^l+^<^ + -*' eine ungerade Zahl ist, während sich das zweite und dritte 
Product auf alle diejenigen Systeme beziehen, für welche ed'+eid'i + e2d'2+''* 
eine gerade Zahl ist, so erhält man schliesslich: 

1) wenn r ungerade, oder t gerade und x^^ nicht ^—1 modii 

yC») . yC") yC*») . y(«l 

(11.) limÄ = (-1) '^ .^(-1) ^' ".2 ^^ .71 '^'.A.P.Q, 

2) wenn t gerade und x*^^— 1 modn 

(11^) limÄ = -A.Q\ 

fttr« = l 

7, 

Ehe wir zu der zweiten Summationsweise der Reihe Ry wie sie die 
DtricAfefeche Methode erfordert, übergehen, ist es nothwendig, Einiges über die 
complexen Einheiten in n voranzuschicken. 

Ist n eine ungerade Zahl, so besitzt, wie Kronecker (dieses Journal 
Bd. 53, pag. 176) gezeigt hat, jede complexe Einheit in der Theorie der com-, 
plexen Zahlen in co^ E{w\ die Eigenschaft, dass 

Eim"^) = ±cü*£(cü), 
wo h eine ganze Zahl bedeutet. Da für eine complexe Einheit in n die Glei- 
chungen JS(co) = JS(co*) = JS(co*') = ••• = JB?(tt)* ) statt haben, so ist, wenn x 

gerade und x*^^— 1 mod»^ JS(tt)* )==JE(w"'')=£(co), oder es sind in diesem 
Falle alle Einheiten real. Ist aber r ungerade, oder t gerade und z^^ nicht 
^— 1 modi»^ so folgt aus den beiden Gleichungen £(co"*) = ±ai*E(co) und 
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£(co-^)=£(cü-*)= + a>^'£(cü'')== +cü^'jE;(a>), dass a>^(''-*^ = l, oder A(;f-1) = 
modn. Es habe daher x^-X mit n den grössten gemeinschaftlichen Theiler s^ 
so mnss A^O mod— sein; oder w'^ ist eine «** Wurzel der Einheil. Es 
sei 6 eine Wurzel der Congruenz 2«— A^O modi»^ so hat jB'(co) = cü*jB(co) 
die Eigenschaft, dass -E'(co"'*) = +£'(a>). Es wird also jede complexe Einheit 
in 71 durch Multiplication mit einer ***"' Wurzel der Einheit entweder real 
oder rein imaginär. Ist n so beschaffen, dass es Einheiten der letzteren Art 
giebt, so sei E (cw) irgend eine derselben, so ist E" (ü>) = y^^:|. real, wenn 

^ = oder 1 gesetzt wird, je nachdem in der Gleichung E{wr^) ^ ±Lo^E{(ja) 
das obere oder untere Zeichen gilt. Es ist also jB(a>) = a>*E(tt>)^\jB"(a>). 

Es werde nunmehr v= ^^^^ gesetzt, so ergiebt sich aus den von 
Dnichlet gegebenen Sätzen über complexe Einheilen, (Monatsberichte der 
Berliner* Academie Jhrg. 1846): 

1) wenn r gerade und 'a^^^=:—\ modn^ so giebt es v—\ reale und 
positive Einheiten in ti^ «i(ö>), «2(tt>), . . . 6y_i(tt>), die ein Fundämentalsystem 
constituiren, so dass jede complexe Einheit in n^ E{io\ dargestellt wird durch 
die Gleichung 

(1.) E{io) - ±6,(a>r^.,(a;r«...^.,(aO^-\ 

wo IT»!, m2, . . . My^i positive ganze Zahlen sind. 

2) wenn r ungerade, oder t gerade und x*^ nicht ^—1 modn^ so 
giebt es ein Fundämentalsystem von ^v—X realen und positiven Einheiten 
€4(0)), 62 (cü), ... «|K-.i(cü), so dass in diesem Falle jede complexe Einheit in 
n^ E{o))^ wenn es rein imaginäre Einheiten giebt, dargestellt wird durch die 
Gleichung 

(2.) E{oj) = ±to*E(to)^fi(co)'^^f2(wr'...V_i(a>r*''-S 
wo 1»!, m2 9 * • • ^\v^\ ganze Zahlen sind, und co^ eine s^^ Wurzel der Einheit 
bedeutet, und wo C = oder 1 zu setzen ist. — 

Wenn es keine rein imaginäre Einheiten giebt, so hat man dagegen: 

Bezeichnet man die Anzahl der nicht äquivalenten Klassen der idealen 
Zahlen in n mit Hy und bedeutet /«(«>) eine zur a*^" Klasse gehörige ideale 
Zahl, so ist 

^ "" [JV/-MP^^ [NfX^y]^^- [iV^(a>)J*+ +^ Wiz-iCo,)]*' 
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WO JS^^^ sich auf alle verschiedenen idealen Zahlen iler a*^" Klasse bezieht, 
und wo mit f{(o) jede wirkliche complexe Zahl bezeichnet wird. Es ist nun- 
mehr leicht zu zeigen, dass die Greuzwerthe dieser einzelnen Summen für 
s = i unter einander gleich sind, so dass 

(3.) limÄ = Älim-2-^^ für #= 1, 

WO die Summe rechter Hand sich auf alle wirklichen complexen Zahlen in ti 
bezieht, die nicht durch blosse Einheitsfactoren verschieden sind. — Die Unter- 
suchung des Grenzwertbes dieser Summe erfordert die Unterscheidung der 
beiden Fälle: erstens x ungerade oder r gerade und x^^ nicht ^—1 modn^ 
zweitens r gerade und x^^^--l mo An. 

I. t ungerade; oder t gerade und x^^ nicht = — 1 modn. 
Bezeichnet man den Grenzwerth der Summe ^t^ff-^ für «=1 mit ff, 
so ergiebt sich aus den von Dirichlet und Kummer entwickelten Principien, dass 

wenn N die Anzahl der Glieder der Reihe bezeichnet, für die iV/(cu)<;T^ 
und wo die Coefficienten Ou, ai, 02, ... o^(»}^i in 

ausser durch die q>{n) Gleichungen vertretende Bedingungsgleichung 

(4.) fito') = fiw) 
durch das folgende System von Gleichungen eingeschränkt werden: 

*iA(«,'"«)^. = 4/[cA«'''')/'(«»'"-*)], 



(5.) 



%k.iojr*)i, = v[cna,'-*)nio^-')].. 



^EW^'-^a. = i/[c/(to''»''-Y(a,'--«'-«)]. 



In diesen Gleichungen bedeuten «1(0)), 62(0)), ... e^y_l(a^) zu einem Funda- 
mentalsysteme zusammengehörige reale und po»tive Einheiten in n, die Grösse 
e eine beliebige Constante, r,, rj, . . . r^ die j' Zahlen, welche kleiner als n, 
prim zu fi, und wovon der Quotient je zweier nicht congraent einer Potenz 
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von X {moAn\ und endlich J5i, z^^ ... z^y^i zwischen Null und Eins liegende 
Zahlenwerthe. Mit dem Symbol / wird der natärliche Logarithmus bezeichnet, 
und r.« ist gleich «— r^. Endlich muss ?=1 oder Null gesetzt werden, je 
nachdem eine rein imaginäre Einheit in n existirt oder nicht existirt. 
Setzt man d^^a^.t für a = 0, 1, ..., (p{n) — \^ und 

SO dass /(cd) = ^ ^ ^ , nimmt man ferner c = -Tr an, so hat man in dem 

Ausdrucke G = \\m2 ^,1^ für jeden Goei^cienten a' die Glieder einer 

L 5 J 
nach positiver und negativer Seite sich ins Unendliche erstreckenden arithme- 
tischen Reihe mit der Differenz / und dem Anfangsgliede zu nehmen, welche 
mit den Bedingungen 

(6.) r\m') = /"(«>), 



1 



^7^ -f A(t«'"');5. = i/[/"(«''"*)r(«''-')], 
*!fA(tü''»''-o». = 4'[/"(«''*''-')r("''*-'*'-'')] 

verträglich sind. — Nimmt man T=-— an, so geht die Bediagangsgleichung 

(8.) Nr\(o)<:i. 

Nimmt man / unendlich klein, so werden die CoefGcienten in f{cj) reale 
Yariabeln. Sind nun ti^ , ti^ , . . . ti^ die primitiven Perioden , so genügen 

dieselben bekanntlich einer algebraischen Gleichung jP(ar)=0, in der die Coef- 
ficienten ganzzahlig und der Coef&dent der höchsten Potenz von x die Einheit 
ist. Da wir (s. No. 3) annehmen können, dass die primitiven Perioden nicht 
verschwinden, so können auch nicht zwei derselben einander gleich sein (vergl. 
die o. a. Abb. von Kummer vom Jahre 1856 §. 2, und meine o. a. Arbeit 
No. 4). Daher folgt bekanntlich aus der Gleichung (6.), dass 



(9,) f'iiü''^) = Xo+x,7t +x,7tl +... + a:,^^7i;- 



y— 1 

I 

13* 
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für a = l, 2, ... V, gesetzt werden darf, wo xq^ a?i, a?2^ .• ^^i^-i reale 
Grössen sind. Daher ist 

i /*(»'> 
(10.) G = -2^:277 rf^orfa?! ..rfa:„.i, 

ein }" Faches auf die Variabein x^^ Xi^ ... x^^i erstrecktes Integral 
ist, mit den durch die Gleichungen (7.) und (8.) ausgodrOckten Grenzbedin- 
gungen. — Es sei 

(11.) y. = /"(«''''), 
führt man mit Hülfe der v Gleichungen (9.) die Variabein y an die Stelle der 
Variabein x in das Integral (10.) ein, und setzt die nicht verschwindende 
Determinante 



in n\ ... uT^ 



1 n 



Tt 



n 



v-l 



* V "r. 



7l\ 



r-1 



= D, 



so ist bekanntlich 



(12.) G = 207:07 ^yy^yi'-^yyy 

und die Grenzbedingungen (7.) und (8.) werden: 



i"-« 



(13.) / -f ACo» •)»« = 4'(y» •»-»), 



(14.) yiy2'-9, < 1- 

Die Variabein y« und y_« haben conjugirte imaginäre Werthe. Setzt man daher 

(15.) /y. = M.+«»K+..y-l, yy-. = ».-«tK+ay-l 

far a = 1 , 2, ... If, und transformirt das Integral (12.) in die Variabein u, 
so findet man ohne MOhe 

(16.) G = (-l)*''..H^^liy ^"'e^"' c^"». . . e^''*''du,dih ■ ■ • rf»j. . rf«j,+,rfttj,+2 . . . du,. 
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Die Grenzbedingungen (13.) und (14.) gehen über in: 

■ ji—i 

-f.fc.(ö''*')«. = »1, 

»»'-1 



(17.) / -f A(t»'"*)a. = »a, 
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!sÄ(a,'-»-Oa. 



«u-j 



»r-l 5 



(18.) 



e2«.e^«« . . . e^"»' < 1. 



In diesen kommen die Variablen ^^.i, %+2 9 ... ff y nicht vor, und man hat 
daher in Bezug auf jede derselben zwischen den Grenzen —^n und +i^ 2U 
integriren. Aus (18.) folgt, dass man in Bezug auf u^^"" zwischen den 

Grenzen e^''*'' = und e^"*«' = e""^**' c""^**» . . . e""*"**^-* zu integriren hat. 
Daher ist 

(19.) G = '■ ^ /.j / rf»irf«,...rf«i,_., 

mit der einzigen Grenzbedingung (17.) — Setzt man die Determinante 

/ei(a»*'«) /«j(tö'*') . . . /ej^_,(to*"') 

/f. (tu'"») /«,(«;'■«) . . . /v_x(to''*) ^ ^ 

/c, («'•*''-») /cj(ö)'"»'-») . . . /«!._, (o»'"*''-') 

so verschwindet bekanntlich diese Determinante nicht, weil ei(co), hifo), . . . 
«|y-i(ct)) ein Fundamentalsystem constituiren. Man hat daher 

^ ^ ^ — — TS J dzidsi...d»^^i^ 

wo die Integration in Bezug auf jede der Yariabeln z zwischen den Grenzen 
and 1 anszafQhren ist. Es ist also endlich 



(20.) G = 



(-0*^2''-»-t.y^*^A 
t.D 



Hieraus folgt mit Hfilfe der Gleichung (3.) 



(21.) 
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Setzt man diesen Werth von limR dem in No. 6 Gleichung (11.) gefundenen 
gleich^ so erhftit man 

(22.) H = <-l)*-.4ig^-.^. 



IL T gerade und x*' ^ — i modn. 
In diesem Falle ist 

G = 4lim^ für T=3o. 

An die Stelle der Gleichungen (5.) treten die folgenden 



(23.) 






VaC^*"'-')«. = i/[cA«''''-')^, 



i 

WO wiederum «i(o)), ^2(^)5 ••• ^r-iC"') reale positive Einheiten sind, die ein 
Fundamentalsystem constituiren. — Es ergiebt sich auf analoge Weise wie 
im FaUe I. 



(24.) G = ^/'%rfy,...rfy,. 



wo ^1, ^2^ ••• Vy reale Variabein sind, und die Integration den folgenden 
Grenzbedingungen gemäss geschehen muss: 



y— 1 



(25.) i . 









-f.fc.C«»'^''-')«. = j/y;-.. 

(26.) y,y,...y, <1. 
Die zweite derselben erfordert, dass in Bezog aaf y^ zwischen den Grenzen 

und integrirt werde. Führt man diese Integration aus, und setzt 

«. =logy2 für a = 1, 2, . . . v-i. 
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SO erhält man 



(27.) G = ^^^J^' ' du,dih...du,^i. 



wo tfi, Ui^ ... n^.i reale Variabein sind und die Integration den folgenden 
Grenzgleichungen gemäss geschehen muss: 



(28.) /-?A(«^''*)ä. = iu2, 



Fahrt man in das Integral (27.) die Yariabeln jsi, z^^ ... js^.^ ein, in Bezug 
auf welche ^wischen den Grenzen und 1 zu integriren ist, und setzt die 



Determinante: 









..»•r-I\ 



r.'-ii 



/«iCd)^'"') /e,(4»'^'-^) . . . h^_i{o^''-') 



= A', 



so folgt 


(29.) <? = -§. 


Endlich ist 


(30.) limÄ = Si^ 



« = 1 



Setzt man diesen Werth von limJR dem in der vorigen Nummer Gleichung (11''.) 
gefundenen gleich, so erhält man: 

(31.) H= -2/).^.-^. 



8. 

Die Bestimmung der Klassenanzahl der idealen Zahlen in n Iftsst we- 
sentliche Vereinfachungen zu, wenn n keinen quadratischen Factor enthält, 
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d. h. wenn n=ppip2P3-"i wo p, pi, /ij^ Pß? . • lauter verschiedene , un- 
gerade Primzahlen sind. Es scheint daher nicht unangemessen, diesen Fall 
besonders zu behandeln. 

Ist n durch keinen quadratischen Factor theilbar, so lässt sich jede 
complexe Zahl in (o stets und nur auf eine einzige Weise in die folgende Form 
bringen: 

(1.) fiw) = a,w'"«4-a,a>''« + ... + ay(,)Co''^(-), 

fDO 01, 02^ ... a^(«) ganze ZaMen, und r^, Ts, ... r^^^^ die Zahlen bedeuten^ 
welche kleiner als n und prim zu n sind. 

Denn ist co* eine nicht primitive Wurzel der Gleichung a:* = 1 , und 
ist z. B. ^^oppi-i wo a prim zu /?2JPj • . • ist, und sind /?,, /?2, . . . die Zahlen, 
welche kleiner als ppi und prim zu dieser Zahl, so hat man die Gleichung: 

(2.) a;''PP«(l^coAP.Pi--a)APtP3--.^ ) = 0. 

Hieraus folgt, dass man jede nicht primitive Wurzel der Gleichung o?" = 1 
und folglich jede complexe Zahl in die Form (1.) setzen kann. — Es er- 
giebt sich hieraus ferner ohne Mfihe, dass die Determinante 



oT' 


«>'•» 


. . u/'v^'^ 


o,'-»''. 


«'•»'•• 


. . 0)''»'*<P("> 


a,'"»f»)''i 


„,»•«.(") »-. , 


. a/vW''vi'') 



nicht verschwindet, wenn ri=:l angenommen wird; und hieraus ergiebt sich, 
dass man f(ü}) nur auf eine Weise in die Form (1.) setzen kann. — Ist 
daher /'(w*) = f{(o\ so hat f(cD) die Gestalt 

(3.) f{w) = a^Ji +a2n +-" + 0^71 , 

WO ai, «i, . . . öy ganze Zahlen und ri, r^, ... r^ die r Zahlen bedeuten, 
welche kleiner als n und prim zu n^ und wovon der Quotient je zweier nicht 
congruent einer Potenz von % (mod«). 
Es sei nun 
I. T ungerade, oder r gerade und x^^ nicht =5—1 moAn^ 
so tritt an die Stelle der Gleichung (10.) der vorigen Nummer die folgende: 

(4.) G = 2^:2^/ "^ da,da,,..da^. 
In der Gleichung (12.) der vorigen Nummer, ist an die Stelle der Deler- 



"r. 


\ • 


• • ^K 


• 


> • 


• > 


\rr 


\r. • 
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minante D die Determinante 



E 



zu setzen, wo ri = 1 angenommen wird. 

Im gegenwärtigen Falle sind die in No. 5 eingeführten Grössen e, «i, 
e2, . . . respective durch p, Pi^ pi^^ • • • i^icht tbeilbar, und es ist: 

wo die Summe auf alle Zahlen / zu beziehen ist, die kleiner als n und prim 
zu n, und wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem 



eine gerade Anzahl von Primfactoren enthalt oder eine 



Dieses ergiebt sich aus der Gleichung 



ungerade. 

wenn a eine der Zahlen , die kleiner als n^ ^ und prim zu derselben ist, 
wahrend ßi^ ß^^ . > - sfimmtliche Zahlen bedeuten, welche kleiner als n' ^ 
und prim zu dieser Zahl sind, und wo das obere oder untere Zeichen zu 
nehmen ist, je. nachdem n^ ^ eine gerade oder eine ungerade Anzahl von 
Primfactoren enthält. — 

Da r*'I^^'^^^*>^«^.. = l, so ist auch 

wo die Summation rechts sich auf alle Zahlen bezieht, die kleiner sind als 
n und prim zu n und wovon der Quotient je zweier nicht congment einer 
Potenz von x (mod»). — Die Determinante 

|«C^>yindr,^C2)J'Jnd,r, ^)J'Indr,|«?)a;ind,r, 



|«<»a'Indr^^»)a;ind,r„ 
|et«)yindr^|eC»)a;ind,r^ 



^''>a'Indr,^('')aVInd,r, |e('')a'Indr,^(;)a;ind,r, ^'')a'Indr„^(»')a;ind,r^ 

WO e^'^5 ^^^y e^^^y ...fara=l, 2, ...v alle statthaften v Combinationen der 
Gr&aaen ty 6i, ei, . . . darstellen, hat die Eigenschaft, bis auf's Vorzeichen 
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unverändert zu bleiben, wenn man an die Stelle Y(m^; §1^ ^2^ • • • respect^re 
S^*, §T\ 55r^9 . . . setet. Nach dieser VerAnderong heisse die Determinante 
Ji, so ist leicht zu zeigen, dass J.JJl=+J- = y^ — Man bilde nunmehr das 
Product der Determinanten J und E, so ergiebt sich mit Hülfe der Gleichung (6.) : 
J.E=:±J.nf^ ^ {(o ^ ^ ), oder 

(8.) E==+nr^^ ifu ), 

wo das Product den Zähler des Ausdruckes A in Nr. 6 bedeutet. — 
Der Ausdruck für die Klassenanzahl wird lii unserem Falle: 

(9.) H = (-l)*'-.:^|^.|-. 

Das Product /Jf ^ (co^ ^ ) lässt sich vermitielst der Gleichung (6.) in 

No. & in der;i<'orm p^pl^pl*»-. darstellen, und es ist. nicht schwer zu zeigen» 
dass Hn ^ , der Nenner des Ausdruckes A, gleich ist p .pP ».02 ••••• 
Hieraus ergiebt sich, dass 

**a|7«" C>^|;.«* 

Der Ausdruck (jJ;) wird daher^ abgesehen vom Vorzeichen, 

(10.) « ^ -___j--._. 

Ist 

II. T gerade und ;c*^^— 1 mod»^ 

so findet man auf fihnlicbe Weise, abgesehen vom Vorzeichen, 

(11.) Ä = 2.g. 

9. 

Zum Schlüsse sei es mir erlaubt auf die Beweise zweier auf die Pe- 
rioden Tir bezüglichen Sfilze , welche in der vierten Nummer meiner mehr- 
erwäbnten Arbeit enthalten sind, biet noch einmal zurückzukommen. Ich 
werde mich hierbei den daselbst angenommenen Bezeichnungen anschliessen. — 
Bs wird zuerst folgender Hülfssatz bewiesen: 

Es sei 

(1.) :?.xX«f , ?'0 - 0, 

^Kfb \uf^ q^"^) die daselbst in No. 3 festgesetzte Bedeutung hat, uAd die Suiil- 
imaition aich auf solcba Wertbe a bezieht, die incongruent sind nach dem Modul 
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Cgy femer werde voraasgeselzt, dass c, nicht durch pg theilbar sei, und dass 
die Grössen J!C, rationale, ganze Functionen der Wurzeln der Gleichung x^'=i 
(wo »9"=="^ — gesetzt ist}, mit ganzzahligen Coefficienten sind, so ist X^^^O^ 

für alle Werthe von a, aur die sich die Summation bezieht. 

Denn reducirt man die Perioden {uf, qy mit Hülfe der Gleichung, 

welcher die primitiven Wurzeln der Gleichung u^' = 1 genOgen , derartig, 

dassün reducirten Ausdrucke JR« die Exponenten von u, kleiner als pT'- iPt'^'^) 
sind, so haben in der Gleichung 

(2.) -S'.X.fl. ==0 

die verschiedenen Grössen R^ keine gemainschafllicfae Potenz von u^. 
Denn man hat (s. No. 2. der Arbeit) 

worin xM ^^^ Potenzen von Ug enthält, deren Exponenten kleiner als 
p^*~" (ff— 1), und V'(0 ^^^ Potenzen von Ug, deren Exponenten kleiner 
als pT ' — Ebenso ist, wenn a' von a verschieden: 

wo x'i^e) ^^^ V^'M respective eine ähnliche Bedeutung haben, wie xM 
und y^(Ug). — Aus den am Schlüsse der No. 2 der erwähnten Arbeit ange- 
stellten Betrachtungen ergiebt sich, wenn man der Kürze halber 

setzt, dass x{a^) mit xM ^^^ C^V'W ^^^ ^H**{^e) keine gemeinschaftliche 
Potenz von Ug enthalten. Aber ebenso wenig kann xi'^t) ^^^ CV^'i^e) oder 
Ctff{ug) mit x'M ^ine solche Potenz gemeinschaftlich haben. Denn damit 
z. B. Cgyf{Ug) mit x'{ug) eine gemeinschaftliche Potenz enthielte, mflsste eine 
Gleichung folgender Art bestehen: 

a xce m^— 1 a' »c. 



(5.) «? « -yp' = «y •' 



9 



wo Xy y, xs ganze Zahlen sind, d. h. es mflsste y^+*^' ^ j^ +^^* modpf* 

14* 
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sein, daher auch gP»Ca-aO+Pt(a:-»)c,^ ^ modp^\ Hieraus folgt 

(6.) {a—Q!)p,+{x'^s)c,.p, = modA,, 

wo lg die in der erwähnten Arbeit No. 3 ihm beigelegte Bedeutung hat. 
Aus (6.) folgt {a—a')pg^O modc,, oder, da Cg nicht durch p^ theilbar ist, 
a^a' modCf^ gegen die Voraussetzung. — 

Da nun bewiesen ist, dass in der Gleichung (2.) die Grössen R^ fflr 
Werlhe von a, die incongruent sind mode, , keine gemeinschaftliche Potenz von 
Ug enthalten, so mflssen nach einem Satze von Kronecker {LiouviUes Journal 
B. 19) die Grössen X^ fOr alle Werthe von a, auf welche sich die Summation 
in (1.) bezieht, verschwinden. 

Mit Hülfe dieses Lemma wird der Satz am Schlüsse meiner erwähnten 
Arbeit, der die Bedingungen fQr das Verschwinden einer Periode enthält, fol- 
gendermassen bewiesen. 

Die Allgemeinheit des Beweises wird nicht beeinträchtigt, wenn wir 
der Uebersichtlichkeit wegen n = p^^ p^^ p^* pf^ annehmen, und zwar sei 
Pt}>Pi>P2>Pi' Ist Zii primitive Wurzel der Gleichung x^^ = i^ wo 
nM=pT'pT*pT*^ so folgt aus den Gleichungen (3.) und (4.) der No. 3der a. A. 

(7.) '^\Gf,y^«)(/,^^«) = 7r., 

Soll daher ni verschwinden, so muss nach dem obigen Lemma ent- 
weder \uf^q^y = 0^ oder (ä„^j^^V = sein, und zwar nach einem Satze in 
No. 1 der a. A. für jeden Werth von a. Findet ersteres nicht statt, so hat 
man also die Gleichung 

(8.) (*.f,?'0 = O. 
Es sei der grösste gemeinschaftliche Theiler von <\> und ki gleich ß; von c^, 
oder Jio und {i^^^) gleich y; von -^ und ^ *' *^ gleich J, so ist die Glei- 
chung (8.) gleichbedeutend mit der folgenden: 

(9.) s:(.r-,/"0(.r,,*'o = o. 

Diese wird ebenso wie die Gleichung (7.) hergeleitet, wenn nin^p^^pT* 
und «ui primitive Wurzel der Gleichung x^^^ = 1 ist. Aus derselben folgt 

nach dem obigen Lemma, dass entweder («; ,^ *) = 0, oder (^ ,^ *) 
fQr alle Werthe von a. — Nun aber ist der grösste gemeinschaftliche 
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Theiler von k^ und {Kj ^^ i^) gleich dem von l^ und ko ^ . gleich 

y 

dem von -z^-ß^ »nd -j-ß^* *'d^ ^^^^^^ ^^' ^^^^ andererseits ist der 

grösste gemeinschaftliche Theiler von ^i und (^tj^^^ils) gleich Ci, demnach 

ist Cj = ßd. Es ist aber q^'^ = j^ 9 ^nd der Exponent, zu dem q^^(moApT*) 
gehört, gleich "i" = "Ä3"'^> daher ist nach der Gleichung (3.) in No. 3 der 

a. A. (•»r\/''0 = («r\/0- — Ferner ist ^^^ der Exponent, zu dem 
9^« (modiiui) gehört, und der grösste gemeinschaftliche Theiler von ^^' ' -y 

und -i— i-'/5 gleich dem von ^^' '^ »y und -^--i^, gleich dem von « 7^ 

und ~^*3r*?'<^> gleich /(T. Bezeichnet man also den grössten gemeinschaft- 
liehen Theiler von (iu^^i) «md (^2,^3) mit Tui, so hat man rüi = y^. Ferner 

c c 

i^/c,^^f'*^^7-" „„d^=CA^.y<,= (^.,,. Daher 

ist nach der Gleichung (3.) in No. 3 der a. A. (»r*» /''') = (»«r*» /") ~ 
Mithin ist entweder («?"*, g*'') = 0, oder 

(10.) (zf\ /•') = 0. 
Es sei nunmehr der grösste gemeinschaftliche Theiler von ü^ und rm gleich 
ß'f so gehört q^""^ (modpfv zum Exponenten •^; und wenn der grösste ge- 
meinschaftliche Theiler von A3 und rm gleich y' ist, so gehört ^''•' \moApT*) 
zum Exponenten ~^- Endlich sei der grösste gemeinschaftliche Theiler von 

-^ und -^ gleich d*, so ist die Gleichung (10.) gleichbedeutend mit der 
folgenden : 

(11.) '#:(/"■,/-..)(/'•■,/'..) =0. 

Hieraus folgt nach dem obigen Lemma, dass entweder \u^ , q ''^0 = oder 

Kpi ^q ''•0 = 0, fttr alle Werthe von a. — Nun aber ist der grösste 
gemeinschaftliche Theiler von ht nnd rm, gleich dem von (ilo, ili) und ü^; 



110 Pucks, uir Theorie der eaw^lexen Zahlen. 

ferner der grösste gemeinschaftliche Theiler von l^ und r„i^ gleich dem von 
/^ and (ilo^^j); daher isl der grösste gemeinschaftliche Tbeiicr von I2 und 

(Äo, ^1,^3) gleich dem von ij und (iu,A|)-^, gleich dem von -y-/3' und 
^v^l.h.^fr^ gleich dem von A..y9'<r und Ä^.A../J'cr, gleich (¥3^; 

daher ist c^^ßT^. Nun isl '^.^j^^ff^y n^^^-ß', q '' ^q '^ = 

»•», .c 
q^ \ Daher isl nach der Gleichung (3 } m fTo. 3 in der a. A. (iif **\ q^'""^^) 

^\p^*\q^^)' — Ferner ist der grösste gemeinschaftliche Theiler von l^ und 
l(i^. Aj^i,) gleich dem von i, und fi,i*i|)-^, gleich dem von -r^^ und 
iVAl.^y. gleich de« von i^-yiT und i^.A_.y',r, gleich y'«r, 

düher ist r, = v'<r. Nuu «her ist A, = p|j^.y'<r, r,., = ^7', g*^'- -= ^ ^ 

^g*^ , daher ist nach der Gleichung (3.) in No. 3 der a. A. («f **,? '^•') 

=(.r-«'-). 

Damit also n^ verschwinde« muss eine der folgenden vier Gleichungen 
erfüllt werden 

und hieraus ergiebt sich unmittelbar der am Schlüsse der a. A. aufgestellte 

Sata. - 

In der No. 4 der n. A. war ferner au zeigen, dass zwei formal ver- 
iichiodene PeriodtMi derselben Gruppe nur dann gleich sein können^ wenn sie 
ventohwiudon. -^- Man kann sich beim Beweise offenbar auf primitive Pe- 
rioden besohr*nkon (s. d. a- A.) Es seien :i, und n^ irgend zwei primitive 
INH'Uiden^ und es werde angenommen, dass 

(13-) n, = Tir. 
Naeh der Gleichung \D ist diese Gleichung identisch mit der folgenden: 

Ati«t den im Beweise des obigen Lemma angestellten Betrachtungen geht her- 
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Vor, das8) wenn man (ti^, q^y uncL («o , g^y so redncirl, dass nur niedrigere 

Potenzen von u^ als die po ® (Po— l)'"" übrig bleiben, und die reducirten Aus- 
drücke respective mit R^ nnd 5^ bezeichnet, für zwei verschiedene Werthe 
von a weder zwei der Gröffsen R noch zwei der Grössen 5 unter sich eine 
gemeinschaftliche Potenz von ti,, enthalten. Hätte nun auch kein R mit einem 
iS eine Potenz von Uii gemeinscbafllich, so erforderte die Irreductibilitfit der 
Gleichung der primitiven Wurzeln im erweiterten Sinne (s. die o. a. Abhand- 
lung > von Kronecka)^ dass die aus den Wurzeln der Gleichung j:^ -^ 1 ge- 
bildeten Perioden (9«)^ g"^) verschwinden, wodurch auch nach Gleicimng {7v) 
ni^O wird*- Enthielte aber eine^^ der Grössen A mit einer der Grössen .iS eine 
gemeinschaflliche Potenz von Uo^ so käme diese weder in einem afndereuiijjfi 
noch in einem anderen S vor, daher mflsslen in Folge der Irreductibflitfit 
zwei mit io gebildete Perioden einander gleidi^ sein. Geht man von dieser 
letzteren Gleichheit aus und verführt mit derBelbeki wie mit der Gleichung (13.), 
so findet man, dass entweder eine mit a^^i gebildete Periode, also anch ni 
verschwindet, oder dass zwei mit «m gebildete Perioden einander gleich wer- 
den. FlArt^man so fort^ sq ergiebt sich schliesslich; dass die Gleichung (13.) 
nur besteben kann, wenn die primitiven Perioden verschwiüden. 
Beriin, im Februar 1864. 



Berichtigung. 
S. 75 Z. 12 V. 0. statt r lies f. 
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Recherche des points ä Finfini sur les surfaces 

alg^briques. 

Prenlere Pm'ile» 

(Far M. L. Painüm k DoaaL) 



Quelques uns des resnltats que nous allons signaler pourraient se 
deduire des notions connues sur les plans tangents en des points ä distance 
finie, en appliqnant a ces cas le principe de continuitö; mais, independamment 
de Timportance d'une etude directe an point de vue logiqne, la möthode ana- 
lytique que j'expose permet d'examiner dans tous ses details et ses Varietes 
la nature du contact des plans tangents a Tinfini, et de discuter les nom- 
breuses particularites des points multiples a Finfini. Or, dans une foule de 
circonstances, le mode de d^duction que j^ai indique d'abord serait ou im- 
puissant ou peu satisfaisant. 

Ce memoire est divise en deux parties dont je ne publie dans ce 
moment que la prämiere; elie comprend deux paragrapbes respectivement con- 
sacres: le premier, a Telude des points simples a Tinfini; le second, ä Tetude 
des points doubles. La seconde partie sera consacree a la recberche des pro- 
prietes fondamentales de la surface asymplote. 



§. I. 
Points simples a rinfini. 

!• Recherche des points simples k TinfinL 

1. En representant par -j-, -^5 -j-, les coordonnäes d'un point, on 
pourra ecrire comme il suit requation d'une surface 

(1.) {U) y«(a?,y,») + /9«^i(x,y,»)+/V«-2(a?,y, »)+•••+<• 9o = 0, 
(Pi etant une fonction homogene de degre t des variables x, y, z. 
L'equation du plan ä finfini est 

/ = 0; 
or, en faisant / = dans requation (1.)^ nous obtenons 

(2.) (C) q^^{x,y,z) = 0; 
donc les points a Tinfini sur la surface sont sur des droites paralleles aux 
generatrices du cöne (C) ou (2.) que j'appellerai cöne des directions asymptoUgues. 
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Considerons une generatrice quelconqne de ce cöne 
(3.)(G) -1- = -^ = ^, 9'.(«,/?,y) = 0; 
le point a l'infini correspondant sitae sur la surface sera 

-£.— * — -i. 

(4.) (/) ""■"'" - 



« T^^T' 



t = 0. 
Les eqvations d'une droite quelconque passant par le point / (droite ne- 
cesaairement parallele a la generatrice G) peuvent se mettre sons la forme 

X, fiy Vy etant des indetenninees. Ces ^quationa representent en effet one 

droite, car elles donnent 

x—lt _ y — fit _ g— »^ 

a - ß " r ' 

cette droite passe par le point / et par le point (^-^=: A, -|- = /i, -j- = y); 
eile est ^videmment parallele a la generatrice Q; la qnaWtö q est propor- 
tionelle k la distance du point {ly fXy v) au point {Xy t/y «). 

2. Cberchons la condition pour que la droite G' rencontre la surface 
en deux points coincidant en / c. i. d. pour que la droite G^ touche la sur- 
face a Tinfini. 

Rempla9ons Xy yy 9 par leurs valeurs (5.) dans Tequation (1.); en 
developpant et en adoptant la notation symbolique connue, on trouve 
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Le premier terme (p^{ayß,y) est nul si la droite 6' est parallele a la gene- 
ratrice G; pour qae la droite G' touche la sorface, il faut que le premier 
membre de requation (6.) soit divisible par f^ ce qui donne la condition 

II y a donc une infinite de droites G' paralleles ä la generatrice G et touchant 
la snrface ä Tinfini; le lieu de ces draites s'obtiendra en eliminant les inde- 
terminees l^ fi^ v entre les equations (5.) et (7.). 
En- ayant egard a la relation 

on trouve, apres cette elimination, 

(9.) (P) x^ + y^ + .^+<<p._.(«,/?,y) = 0, 
avec la condition 

c'est requation d'un plan, lequel touche la surface au point / ä Tinfini; je Ini 
donnerai le nom de plan asymptote. 

II est facile de verifier que Tequation du plan asymptote se deduit de 
Celle du plan tangent en un point a distance finie. 

Le plan asymptote est aussi le plan diametral des cordes paralleles 
a la generatrice G; et ici, comme dans les surfaces du second ordre, ce plan 
diametral singulier est parallele a ses cordes; ceci resulte evidemment de la 
relation (8.). 

3. Remarque I. Le plan asymptote est parallele au plan touchant 
le cöne des directions asymptotiques suivant la generatrice G; car Tequation 
de ce dernier plan est 

^%^ + y"^ + *^ = ^' *^^^ '* condition y.(a,^,y) = 0. 

Remarque II. Toutes les droites paralleles a la generatrice G et 
situees dans le plan P touchent la surface a Tinfini. C'est la propriete or- 
dinaire des plans tangenls: toutes les droites situees dans un plan tangent et 
passant par le point de contact y rencontrent, en ce point, la surface en deux 
points coincidents. Dans le cas actuel, le point de contact / est a Tinfini, 
donc toutes les tangentes sont paralleles entre elles; elles sont, en outre, 
paralleles a la generatrice du cöne qui determine le point a Tinfini considere. 
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Remarque III. Dans nn plan langent ordinaire, le point de contact 
est nn point double de la section de la surface par ce plan, et les tangentes 
en ce point double (dites tangentes inflexionneUes) rencontrent, en ce point, la 
surface en trois points coincidents. 

Pour obtenir, dans le cas present, les tangentes inflexionneUes, il faut 
exprimer que le premier membre de Tequation (6.) est divisible par /', ce 
qui conduit ä la relation 

Si, a Taide des relations (5.), nous eliminons les indeterminees l, in, r, on aura 
Tequation de la surface sur laquelle se Irouvent les tangentes inflexionneUes. 
En ayant egard aux relations (7.) et (8.) et aux identites qui caracterisent 
une fonction homogene f{ct^ß^y) du degre u, savoir: 

(11.) \„^^'r,ffd'r,^,d*r^^ sy „ öy „. öy 

on trouve pour requation de la surface cherchee 

On v^rifie aisement, que la surface S est la polaire du second ordre^ du 
point a Tinfini (— = ^ = — , ; = o) ou la surface diametrale du second ordre 

correspondanl aux cordes paraUeles ä la droite G. 

L'intersection de cette surface par le plan asymptote P donne les 
droites qui rencontrent la surface en I, ä Tinfini, en trois points coincidents 
c. a. d. les tangentes inflexionneUes correspondanl a un point de contact ä Tinfini. 

Nous aUons constater que le plan P coupe en effet la surface jS sui- 
vant deux droites paralleles. 

Le cöne asymptote de la surface S est parallele au cöne 

15» 



= 0, 
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OD voit d'abord que la generatrice g(— = -j = — ) ©s* sup ce cdne, et qoe 

le point a rinfini / est sur la surface S; ceci resulte immediatement des re- 
lations (8.) et (11.)* Maintenant le plan tangent en / a la aurface S a poor 
equation 

equation qni se reduit a 

c'est Celle du plan P. Ainsi le plan asymptote P touche la aurface jS au 
point / a rinfini; il est donc tangent au cöne asymptote de S, et, par suite, 
coupe cette surface suivant deux droites paralleles ä la generatrice de con- 
tact avec le cöne asymptote, c. a. d. a la droite G, D'oü: 

La caurbe d'intersecUon de la surface proposie U par un plan asymp^ 
tote P a un point double ä Finfini; les deux tangentes en ce point double 
sont le$ intersectioM de la surface S par le plan P; ces deux droites sont 
dites tangentes inflexionnelles. 

Cette derniere denomination est justifiee par la seconde des proprietes 
suivantes: 

Un plan quehonque passant par le point I ä Finfini c. ä. d. parallele 
ä la droite G coupe la surface U suivant une courbe passant par le point I 
et ayant pour asymptote en I Fintersection du plan asymptote par le plan sicant. 

Un plan quelconque passant par une des tangentes inflexionnelles coupe 
la surface suivant une courbe ayant un point d^inflexion en I ä Finfini; la 
tangente d'inflexion est la tangente inflexionneUe consid^ie. 

Je n'insisterai pas sur la premiere proprietö; quant a la seconde, lalle 
peut se demontrer ainsi: 

Prenons la tangente inflexionneUe pour axe des z, c. ä. d. exprimons 
que Taxe des z appartient au plan asymptote P et ä la surface S^ on trouve 
alors que les fonctions <p^y 9>m-M 9»-2 9 doivent dtre de la forme 

y« = -'+»'^\Ax+By), 
<SP«-i = -+z^''\A,x+B,y), 
y«-2 = •••+»--*(-42a?+5,y), 
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en ordonnant ces fonctions par rapport anx pnissances croissantes de «. Or 
rintersectioD de la 8arface 17 par le plan x» ou y=0 (qu'on peut regarder comme 
im plan qnelconque passant par la tangente inflexionnelle) a pour equation 

la droite x = 0, c. a. d. Taxe des si, est evidemment une tangente d'inflexion 
au point / ä Tinfini, car ce point est, dans le cas general, un point simple. 
(Voir, pour Tetude des points ä Tinfini dans les courbed algebriques, les N^^**"^ 
Annales de M. M. Gerono et Rouhety annee 1864.) 

Remarque IV. Lorsque le cöne des directions asymptotiques est ima- 
ginaire, il n'y a pas de points reels a Tinfini sur la surface U. 

Si la generatrice G (— = -^ = —j est une generatrice reelle de ce 
cöne, le plan asymptote correspondant sera reel, mais les tangentes inflexion- 
nelles peuvent ne pas dtre reelles. Ces tangentes seront reelles, si la sur- 
face iS> est un hyperbololde a une nappe, ou un cöne r^el, ou un parabo- 
lolde hyperbolique, ou un cylindre hyperbolique; elles seront imaginaires, si 
la surface 5 est un ellipsolde reel ou imaginaire, ou un parabololde elliptique 
ou un cylindre elliptique. Dans le premier cas, le plan asymptote P coupe 
la surface U suivant une courbe ayant un point double non isole a Tinfini, 
c. a. d. ayant des branches infinies reelles; dans le second cas, le point 
double a Tinfini est isole. 

Remarque Y. La surface formie par les tangentes inflexionneUes qui 
carrespondent aux points ä Finfini est, en ginäral, de t ordre m(3f?}— 4). 

Le lieu des tangentos inflexionneUes s'obtiendra en eliminant a^ ßy y 
entre les equations (12.) et (9.), c. a. d. 

' *>«(«, Äy) = 0. 

Or, lorsqu'entre trois equations homogenes par rapport a trois variables et des 
degres respectifs uti, Hj, j^i, qn elimine ces variables, le resultat de Tilimi- 
nation est du degre n^pi par rapport aux coefficients de la premiere de ces 
equations; du degre mifi, par rapport a ceux de la seconde; et du degre 
ifiiiii, par rapport a ceux de la troisieme. Dans le cas actuel, on a 

Uli = 191 — 2, Hl = 191 — 1, /9i = IW," 
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en outre, les coefficienls de la premierß i§quation sont du second degr^ par 

rapport aux variables x, t/y z; ceux de la seconde sont du premier degre; 

et ceux de la troisieme^ du degre z6to. Donc le resultat de relimination 
sera, en a?, y, «, du degre 

2«iPi + l «»iPi+O.iiii«! = 2m(fii— l)+m(m— 2), 

c. a. d. du degre 

L'equation de cette surface ne depend que des coefficienls des fonctions (p^^ 
(Pm-i'i 9m-2; donc la surface, lieu des tangentes inflexionnelles pour les points 
ä Tinfini, sera la mdme pour toutes les surfaces 

F^_3(a:,y, », /) etant une fonction arbitraire hoitiogene du degre (m — 3). 

Remarque VI. Dans le cas des surfaces du second ordre, le cöne 
C est parallele au cöne asymptote, et la surface S n'est autre que la surface eile 
mönje. Les tangentes infles^ionnelles sont alors les deux generatrices paralleles 
suivant lesquelles le plan asymptote ou plan tangent au cöne asymptote coupe 
la surface ; la courbe de section, qu! est du second degr^ et a un point double 
a Tinfini doit se reduire a deux droites paralleles. La formale precedente 
n'est plus applicable ici, car la premiere des equations (13.) est independante 
des variables a, ß, y. 

Dans le cas des surfaces du troisieme ordre^ le lieu des tangentes in- 
flexionnelles est de Tordre 3.5 ou 15, en general; cette demiere surface 
reste la möme pour toutes les surfaces 

oü k est une constante arbitraire. 



IL Discussion des points simples a rinfini. 

4. SupposoDs que la surface jS se reduise a un cöne, c. a. d. qu^on 
ait Tequation de condition 
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(14.) A = 





dadß 
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dady 
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dyda 
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dr 
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dr 


2<p^.(a,%r) 



= 0; 



alors les deux tangentes inflexionnelles se confondent; la courbe d'intersection 
de la surface U par le plan P a un point de rebroussettient a rinfini et la 
tangente de rcbroussement est la generatrice de contact du plan P avec le 

cöne S. 

Dans ce cas, les indeterminees et, ß, y, verifient les deux equations 

homogenes 

V«(«,Äy) = 0, A = 0; 

la premiere est du degre m; la seconde du degre 4(m— 2); par suite, le 
nombre des Solutions communes est egal a 4m (m*- 2); donc 

Sur une surface dfordre^m^ ü y a^ en generale 4w(fii— 2) poinU ä 
tmfim pour lesquels le plan taugent coupe la surface suhant une courbe ayant 
tm paint de rebraussement ä tinfini; la tangente de rcbroussement , laquelle 
est paralläle ä la direction asymptotique^ tCest pas ä Finfini, 

5. II peut arriver que la surface jS soit un parabololde; ceci a Heu 
lorsque 



(15.) H = 



d*<pm 9*»« g>. 
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les plans directeurs da parabolofde sont donnes par r^uation 



X' 



3 ay« , ^.i, gy. 



+»' 



d*<pn 



■2xy 



d*ip. 



-2X2 



öV. 



■2y» 



av« 



= 0. 



da* ^» dß* ^^ dy* ^^"^^ dadfi^"""" dady ^''^' dßdy 
La generatrice G est parallele ä Tun des plans directeurs; et le plan P, 
qni est en möme temps an plan asymptote du parabolofde (remarq. DI), doit 
dtre parallele au mdme plan directeur; il coupe donc le parabololde suivant 
deux droites dont Tone est ä Tinfini; et une seule de ces droites est a Tinfini, 
car les deux ne pourraient dtre ä Tinfini que si le plan P etait lui-möme ä 
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Tinfini. Or ceci ne peut avoir lieu que si la direction asymtotique G est pa- 
rallele ä Taxe du parabololde; et, comme nous le yerrons plus loin, cette 
derniere hypothese exige, outre la relation (15.)^ d'autres conditions. 

Dans le cas preseut, les indeterminees (^y ß, Yj v^rifient les deux 
equalions homogenes 

la premiere est du degre m; la seconde, du degre 3(m— 2); par suite, le 
nombre des Solutions communes est egal ä 3m (m— 2); donc 

Sur une sur face (T ordre m U y a 3m (m— 2) points ä Finfini pour 
le$quels une des tangentes inflexionneltes et une seule est ä Finfini^ parallilement 
ä la direction asymptofique; c. a. d. que le plan asymptote correspondant ä 
un de ces points coupe la surface suivant une courbe ayaut un point double 
ä Tinfini dont une des tangentes est ä Tinfini; ce qui revient ä dire que, des 
deux branches infinies correspondant ä ce point double, Tune est hyperbolique 
et Tautre parabolique. 

II est bon de remarquer que les direcHons asymptoHques correspondant 
ä ces points sont les 3m (m— 2) ar&tes d^inflexion du cöne C; car, nous le 
verrons plus loin, Tequation de condition (15.) est precisement celle qui de- 
termine les arötes d'inflexion du cöne C. 

Observation. Jusqu'a present nous sommes restes dans le cas d^une 
equation generale de degre m, c. ä. d. que nous n'avons suppose aucune 
relation entre les coefficients de cette equation. Nous allons maintenant 
examiner differents cas parliculiers qui peuvent se presenter et qui entrainent 
Texistence de une ou plusieurs relations enire les coefficients de Tequation de 
la surface U. 

6. Supposons que les quantites a^ ß, y satisfassent aux relations (14.) 
et (15.), c. ä. d. 

if=0, A = 0, 

lesquelles jointes ä la relation 

<pn.{(^yß,r) = 0, 

donnent trois equations homogenes entre ces indeterminees; ceci n^aura donc pas 
lieu en general. Admettons neanmoins que ces trois Equations aient une ou 
plusieurs Solutions communes, et voyons la particularite que presentera alors 
la surface U. 

Pour cette Solution commune, la surface S devient un cylindre du 
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second degre elliptiqne ou hyperbolique; la droite o(— = -4- = — ) est une 
direction asymptotique du cylindre, et le plan P est an des deux plan$ 
asymptotes de ce cylindre (on sait qne dans an cylindre elliptiqoe oü hyper- 
bolique tous les plans tangents a Tinfini se confondent avec Tun ou Tautre 
des deux plans asymptotes proprement dits); la g^neratrice de contact se com- 
pose de deux droites coincidentes et a Tinfini; donc 

Dans ce cos particuliery le plan asymptote P coupe la surface 17 . 
iuivant une caurbe ayant un point de rebrowsement ä tmfiniy la tangente de 
rebraussement est elle-^mime ä Finfim parallilemeiU ä la direction oiymptotique 
coMidirie («,/?,/)• 

Si la surface 5 iXail un cylindre elliptique, le plan asymptote serait 
imaginaire, ce qui ne peut avoir lieu (equation (9.)) que si la Solution {a^ß^y) 
est elle-mdme imaginaire; donc, si la Solution {^yß^y) est reelle, la surface 
8 sera un cylindre hyperbolique. 

II est importaut de remarquer que la droite — = ^ = — n'est pas 
parallele aux generatrices du cylindre S; car, dans un cylindre du second 
degri, les plans des centres se coupent suivant une möme droite parallele 
aux generatrices; or les plans des centres ont ici pour equations 

Pour que la droite (a^ ß, y) seit une gön^ratrice, il faudrait qu'elle fftt 
parallele k chacun de ces trois plans, ce qui entrainerait les trois conditions 

er, pour Tinstant, nous n^admettons pas ces relations. 

Remarquons qu'on exprimera que la surface S est un cylindre en 
öcrivant que les trois plans (16.) se coupent suivant une mdme droite; requation 
de condition sera donc independanle des coefGcienls de la fonction (pm^i] ceci 
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resttlte d'ailleurs de requation (14.;\ car, d'apres la relatton (15.)) le eoef- 
ficient de 2(p^^2(a,ß,y) est nul, Ainsi, lorsque la particiilarite que nous venoiia 
d'etudier se preaente dana une sorface d'ordre m, eile a lieu poiur toutea lea 
surfaces du mdme ordre dont lea equationa ont lea mdmea termea du m^* et du 
(m— 1 )*"* degre, quels que soient lea termea de degre infirieur au («— l)*^ 

7. U peut arriver que la surface S se compose de deux plans qui 
ae ooupent, ^. a. d. que le cylindre du cas pröcident se reduise i ses deux 
plana asymptoles; le plan P, qui est en möme temps un plan asymptote de 
la aurfisce S^ ae confondra alors avec un de ces plans. La droite d'inter- 
section des deux plans n'est pas parallele a la direction asymptotique; car, 
dana le caa contraire, on en eönclurait comme dana le n"". 6. que les dirivöea 

"T^^ "WF^ "W^ ^^^^ nuUes, ce que noua n'admettons pas pour le mement. 

Dans rhypothese actuelle, les tangentes inflexionnellea sont indeter- 
minees; c'est qu'en effet 

TotUe9 le$ draites paraUdes ä la giniratrice (— = 7 ^ — ) ^ 9itmie$ 

dam le plan asymptote P reneontrent la swrface en trois pamti comdäenti. 
Le plan asymptote P coupe la surface suieant tme courbe ayant un pomt 
triple en I ä Finfini; et tont plan passant par ce point ä tinfini, c. ä. d. 
paraUile ä la geniratrice G coupe la surface suivant une courbe pour laqueUe 
le point ä finfini est un point d'inflexiony la tangente d'inflexion est Virnter- 
section du plan P avec le plan sicant. 

Les tangentes au point triple, c. ä. d. les tangentes situees dana le 
plan P et rencontrant la surface en qualre poinls coincidant en I, seront lea 
intersections du plan asymptote P avec la polaire du troisieme ordre du point 

a nnfini (-- =4 = -?-, / = o)- 

^ a p Y ^ / 

Afin d'eiablir la proposition qu'on vient d'enoncer, nous prendrons pour 
axe des » la direction asymptotique consideree, pour plan des xz le plan 
P; et nous exprimerons que la surface jS> se rcduit a deux plans dont un 
est le plan des xz (Tintersection des deux plans ne doit pas £tre parallele ä 
Taxe des »). En introduisanl ces hypotheses, les fonctions 

9>--i(^,y,») = • • • • {a,x'+2b,xy^c,y')z-''+{A,X'rB,y)%^-'+C,fr'\ 
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preiment la forme 

, y.(«^y,») = +(36a^+cy')»— '+ßy»-', 

(1*.) U._,(a?,y,») = ...... +(a,ar'+2A.ay + c,y*)»-'4 Ä.y»-, 

lVm-2ix,y,») = +{AtX+Biy)s'-^; 

le plan asymptote P et la sarface 5 ont alors respectivement pour eqaations 

La section de la sarface par le plan asymptote y = est 

la directioD asymptotiqne a: = correspond i an point triple de la seclion; 
car si ron pose x=^kt^ on voH qoe le premier membre est divisible par t^, 
qael qae seit k. 

L'intersectioii de la sarface par ane droite qoelconque sitaee dans le 
plan asymptele et parallele a la direction asymptotiqoe c. a. d. ä Taxe des a 
s^obtiendra en faisant^ dans Teqaation de la surface, 

y = 0,. x^kt; 
on voit, d'apres ce qai vient d'ötre dit, qae cette droite rencontre le surface 
en trois points coincidenls; ce qoi d^aiUears rösalte necessairement de la 
presence da poInt triple. 

Neos poavons regarder le plan des f/z comme un plan qaelconqne 
parallele a la direction asymptotiqne; or la section de la sarface par ceplan 
x = B poar equation 

la direction asymptotiqne y = 0, c. a. d. Taxe des 9, correspond a nn point 
simple a Tinfini; posant y = Ar/^ on troave ponr asymptote y = 0, et on constate 
que le premier membre de requation est divisible par t^; le point i Tinfini 
est donc an point d'inflexion dont la tangente est i'axe des «. 

Toates les propriet^ indiqnöes dans Tenonci precedent se trouvent 
ainsi demontrees. 

8. Observation. Avant de ponsser plas loin cette discussio«, il est 
«ttle de rappeler les relations qni expriment qne le cöne C des directions 
asymptotiqnes a des aröles doaMes, de rebronssement, elc 

La theorie des coarbes nous foamit immcdiatement ces relations; il 
sufiit de remarqner qae si an cöne possede one aräte double, par exemple^ 

16* 
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la section du cöne par un plan qoelconque aura un point double au point ou 
le plan rencontre Tarnte double. Or, si nous conaiderona la section de la 
aurface conique par un plan parallele au plan des xy, nous pouvons regarder 
— , — , comme les coordonnees d^un point quelconque de la section; une 
remarque analogue est applicable aux sections paralleles aux autres plana 
coordonnes. . 

D' apres cela, nous pouvons ecrire de suite les conditions pour que 
Tardte {ci,ß,y) du cöne des directions asymptoliques 

9mix,9,») = 
soit une aröte double; ces conditions sont 

requation des plana tangents au cöne suivant cette ardte double sera 
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= 0. 



L'aröte (a, ß, y) sera une aröte de rebronssement si ces deox plans se con- 
fondent, c. ä. d. si les plans des centres 
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se confondent; or ceci revient & ^rire que les determinants partiels du de- 
terminant 

a*<ip» av, av. 



(21.) H = 



sont nnls. 

Les mömes considörations nous permettent aussi de conclure que les 
erstes d'inflexion du cöne fp»{x,yi»)=0 sont donnees par les Solutions com- 
munes aux deux equations 

y;(«,Ä?')=o, Ä=o. 
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Toiites ces remarques n'offrant aucune difficnlte, doqb n'iDsisterons pas 
d'avantage. Revenons maintenant a la discussion. 

9. Admettons qne la direction asymptotique {ct^ß,)^) soft determinöe 
par une Solution commune aux trois equations (18.) 

ce qui ne pourra avoir lieu que sous certaines conditions; nous supposerons, 
en outre, que les relations (18.) ont lieu sans qu^on ait en möme temps 

y^i(a,Äy) = 0, 

car, si cela etait, nous anrions (equation (6.)) un point double a Tinfini sur 
la surface; c^esl une etude que nous n^aborderons que plus loin. 

On Yoit, par ce qui pricede, que les hypotheses admises reviennent 
a dire que la gen^ratrice (a, ß, y) est une ar4te double du cöne C. L'öqua- 
tion (9.) montre que le plan asymptote P est a Tinfini; ainsi: 

La 9wface U touche le plan de tinßni en autant de pomt$ qu^il y a 
de geniratnee$ daubles diiHnctes dam le cöne de$ düreeHom asymploHquei, 
pawTU que ces g&niratrice$ n'appartiennent pa$ au cöne 

y«-i(a?,y,Ä) = 0. 

Mais le contact du plan a Tinfini presente des diffl^rences suivant que la gene- 
ratrice qui correspond au point simple que nous considörons est une ar6te 
double ordinaire ou une ardte de rebroussement. 

l^ Si Taröte {a^ß^y) est une ardte double ordinaire, c. a. d. si les 
plans (19.) sont distincts, la surface S est un parahoUnde dont Faxe est 

paraUile ä la geniratrice ö(-^ = -^ = — ). En effet, les plans du centre 

de la surface S ont pour equations 

or, il resulte d'abord d«s relations (18.) que ces trois plans sont paralleles a 



la droite — = --- = —; et, de plus, il ne 80iit pas paralleles entre eux, car 

autrement les plans (19.) coincideraient , ce vqui est contraire ä notre hypo- 
these. J'ajoute que ces trois plans ne se coupent pas snivant nne droite 
uniqne; car, en i\]ootant les eqnations (22.) respectivement multipliees par a, 
/9, y, on trouve 

d'ott <==0, puisque fpm^i{ci, ß, y) est different de sero; donc tons les poiots 
commuDS aox trois plans des centres sont dans le plan de Tinfini; et, eomoie 
ces plans ne sont pas paralleles, il s'ensuit qnlls se conpent suivanl des droites 
paralleles. Les tangentes inflexionnelles sont les denx droites a Tinfini, inter- 
sections da plan P aVee le parabololde; oii, ce qni revient au m^rne, avec 
les deux plans directeurs de ce parabololde; or les deux plans directeurs da 
parabololde sont evideroment les denx plans (19.) c. ä. d. les deux plans 
tangents au cöne C suivant son ardte double; donc 

Dans ce premier coi, la iurface U est louck^e par le plan de Finfim; 
le point de contact est, powr la seelion par le plan ä finfini, im paint double 
itont les deux tangentes (toutes deux ä tinßni) sont les mtersections du plan 
ä finfim aeec les deux plans dislincts tangents au cöne C suwant Farite double 
eonsidirie ou a/eec deux plans partMdles, 

2^ Si IVdte {a^ß,y) est une aröie de rebroussemeut du cöne C, 
les plans (19.) se confondent, et, par sniie, les plans des centres (23.) sont 
paralleles; ces demiers plans ne se conronident pas, car tous les points commnns 
sont, comme on vient de le Voir, dans le plan i Tinfini; la surface {8) est 
alors un cglmdre parabolique. L'equation de ce xylindre paraboliqne ou de 
la surface S peut s'ecrire: 

+ 2/V..,(«,/9,y) = 0. 

On voit d'abord que la g^neratrice G^^ s= -^. === — ^ est parallele au plan 
diametral 



puis qu'on a Tegalite 
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maiB la droite G n^est pas parallele aux generatrices du cyllndre; car si cela 
6tait, eile serait parallele au plan tangent represente par les termes da premier 
degr^ en x, y, z de r^quation da cylindre, c. a. d. qu'on aurait 

«•%='+/*^+y ^f^ = (-»-1)9^. («, Ä r) = 0, 

ce qoi est contraire a Tune de nos hypotheses. 

Le plan aaymptote P est aussi asymptote au cylindre parabolique et 
correspond a la direction asymptotlque {cL,ß,y)\ ce plan est i Tinfini et coupe 
le cylindre suivant deux droites confondues a rinfini, puisqne le plan i Tinfini 
touche le cylindre tout le long de la droite a Finfini intersection du plan a 
Tinfini avec le plan des directions asymptotiques du cylindre. Ainsi: 

Dam ce second ca$, la mrface U est eticare touchie par le pUm ä 
finfim; le pomt de eontaet est^ pour la secUon par le pUm ä FinfitUy tm pomt 
de rebrauuement; la tamgente de rebrounement (ä tinfim) est rinlenection du 
pUm ä tmfim par le pUm tangent au eöne C suhamt Farite de rebraussemeiU 
au par tm plan paraUile. 

3"*. II peut arriver que la eurfaee S $e campose de deux plans 
dant Fun est ä Finfini. On voit facilemei^t, dans ce cas, que Taröte (a, ß, y) 
du cöne C est une ardte triple de ce cöne; le plan asympiote P est encore 
a Tinfini; toute*s les droites a Tinfini paralleles a la generatrice G ont avec 
la surface un conlact du second ordre. Le plan P a Tinfini coupe la surface 
suivant une courbe a Tinfini ayant un poinl triple sur la direclion asymptotique 
consid^röe; les trois tangentes en ce point triple sont les intersections du plan 

de Tinfini avec la polaire du troisieroe ordre du point (— = -^ = — , f = o) 

ou avec les trois plans langents au cöne suivant son ardte triple. 

Cette Variete de conlact est un cas parliculier de celui qui ü ete 
examine au n"* (?.}. 

Re mar que. II est utile de remarquer que lorsqu'on exprime que la 
surface 8 est un cylindre parabolique, les relations ecrites entrainent ne- 
cessairement les relations (18.\ c'est-a-dire 

En effet, nous exprimerons que la surface S est un cylindre parabolique eu 
icrivant qu^ les plans des centres (22.) sont paralleles. 
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Or on a les identit^ 

Si Ton prend ces eqnations deox per denx et qn'on ^limine succeBsivenient 
le terme en a^ on trouve en vertu des bypotbeses adroises 

d^m dg>m dq>m 

da dß dy 

da* dadß '5^ 

en multipliant respectivement par a^ ß^ y, les termes de chacnn de cea rap- 
ports et en ajontant, on a pour la valeor commone 

d^OQ Ton conclut 

or 9>.(«, /?, y) = 0, donc ^ = 0. 

En ilimuiant a, on /9, ou /, entre les denx premieres des relations ci-dessns 
on sera condnit A 

^=0; et,parsnlte,^ = 0. 

La proposition önoncee se trouve donc dimontree. 

10. Nou8 allons examiner maintenant le cas d'mie droite a Tinfini sur 
la surface U. 

Nous nou8 bornerona ä T^tude des cas suivants: 

l\ {A(c+By+C»)(p{x,y,»)+tip^i{xyy,») + f(p^2ix,y,»)+ = 0; 

IV. {Am+By+C9y(p{x,y,»)+t(p^t(x,y,*) + e(p^,{x,y,»)+ = 0; 

Iir. {Ax+By+C%)(p(x,y,»)+t(Ax+By+C9)y;(x,y,si)+fq>^^^^^^ = 0; 

IV". {Ax'\-By'^-C%y(p{x,y,%) + t{Ax+By+Cji)^(x,y,!i)+f(p^i^^^ = 0; 

ce poni les oas los plus gineraux dans Thypothese qtfi nous occupe. 
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l""' cas. Le cöne Vm(^s9^9) se decompose en nn plan et en an cöne 
de degre (m— 1), de sorte que 

la droUe ä Finfini 

\Ax'\'By + Gi = 0, 



est toute entitre rar la wrface U. 

Seit nne generatrice G^a^ß^y) situde dans le plan Q; le plan asymptote 
P correspondant a cette direction asymptotique aura pour eqnation 

(23.) q>{ayß,Y)[Ax+By^C%] + tq>^,{a,ß,y) = 0; 

Oft a donc ahrt une infinite de pUms asymptotes paraUdles au plan Q et dont 
la poritkm varie aeec rarientation de la direction asymptotique dans le plan Q. 

Une des nappes de la surface presente, a Tinfini, la forme de celle d'un 
paraboiolde hyperboliqne dont la plan Q serait un des plans directeurs. Les 
pians asymptotes P' passent par la droite D et touchent la surface au point 
ou la droite D est rencontree par la direction asymptotique consideree. 

Parmi les plans asymptotes P*, (^-^1) d'entre eux coincident avec 
le plan Q; ils correspondent aux (m— 1) directions asymptotiques, intersections 
du plan Q avec le cöne (Pm^i{x,y,») = 0. 

Parmi les plans F, (m— 1) d'entre eux sont transportes a Tinfini 
parallelement ä eox-mömes; ils correspondent aux (m— 1) directions asympto- 
tiqnes, intersections du plan Q avec le cöne 9>(a:^y^«) = 0; ces droites sont 
des arötes donbles du cöne V'mC^^ jf^ic) = 0. 

Enfin, parmi les plans F, il y en a tonjours (m— 1) coincidant avec 
on plan donne parallele au plan Q, par exemple 

Ax+By+Cz+Kt = 0; 
car il snf&t qu'on alt 

Kq>{a,ß,r)=^q>^,{a,ß,Y), Aa+Bß+Oy^O. 

Chacun de ces (m—l) plans toucbe la surface en un point diflförent a Tinfini 
sur la droite D; ces points de contact sont sur les. gineratrices, intersections 
du plan Q avec le cöne du (m— l)^""* degrö 

Ktp {x, y, ä) - y«.i (a?, y, ä) = 0. 

Dans le cas actuel, la surface S a pour iquation 
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(24-.; \ ^ rj r^ 

la surface represenlee par cette eqnation est iiii paraboloide. Un des plans 
directeurs est le plan Q; les plans asymptotes F sont tous paralleles a ce 
plan dlrectenr, et, par suile, coupent la surface jS snivant une droite a distance 
finie et une droite a rinfini qui est la droite D. Donc 

Tous, les plans asymptotes P coupent la surfßce U suivant une courbe 
ayant un poinl, double ä Finfini, une' des tangentes eti ce point double est ä 
distance finie et tautre ^t la droite D ü Vinfini. 

2**"* cas- Le cöne (fmi^fy,^) se decompose en deux plans ronfondus 
et en un cöne du deg^e (m— 2), de sorte que 

Vm(iPy y, ä) = {Ax + By't'CüT(p{x, y, z) = Q'^fix, y, ä). 
Si nous considerons une droite G{a,ß,y) situee dans le plan Q, le 
plan asymptote correspondant a cette direclion asymptotique a pour equation 

<y— i(«./^,r)=0, ou * = 0; 

donc tous les plans asymptotes P' correspondant aux directions asymptotiqües 
paralleles au plan Q sont transportes ä Tinfini parallelement a ce dernier plan; 
c. ä. d. que la surface U est touchee par le plan a Tinfini tout le long de 
la droite ä Tinfini 

LÄx+By+Cz = 0, 

i/ = 
situee sur cette surface. 

Une des nappes de la surface U presente ä rinfini la forme d'un cy- 
lindre parabolique. Le plan ^ coupe le cöne (pm-i{x, y» *) ^ snivant {m—i) 
droites determinant sur la surface (m— 1) points donbles. 

La surface jS> qüi sert ä determiner les tangentes infle^ionnelles devient 
dans ce cas 

c'est un cylindre parabolique. 

La göneratrice G est paraÜdle au plan diametral Q, mais eile n'est pas 
parallele au cylindre. 

Ainsi le plan a Tinfini touche la surface tout Ic long de la droite D; 
chaque point de cette droite pent dtre regarde comme un point de rebrousse- 



{D) 
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Dient de la section de la surface plan a Tinfini, la tangente de rebronssement 
est la droite D. Cette remarque nous montre Taccord qui existe entre le 
cas que nous venons d'etudier et celui qui a ete examine au [n^ 9, 2^]. 

3^"** cas. Les deux fonctions (p^ et (p^^i sont respectivement de 
la forme 

y«(^, y, ») = {Äx+By^- Ci)q>{x, y, ä) = Qip{x, y, i), 
(pm^ii^, y, «) = {Ax-^rBy+C^)xf}{x, y, ä) = Qtp{x, y, 9). 
Si nous considerons une droite quelconque Cr(a^/9^7^) situöe dans le plan Q, 
le plan asymptote correspondant a cette direction asymptotique a pour iquation 

{Q) Ax+By+Cs = 0; 

donc le plan asymptote reste invariable quelle que seit la direction asymptotique 
consideree dans le plan Q; en d^autres terme?, 

Le plan Q touche la surface tout, le Umg de la droite ä Finfini 

Ax+By+C» = 0, 

Une droite quelconque situee dans ce plan rencontre la surface en deux 
points coincidents, et une droite quelconque parallele a ce plan rencontre la 
surface en un seul point a Tinfini. 

Tout plan parallele au plan Q coupe la surface U suivant la droite ä 
Tinfini D et suivant une courbe du (m— l)*"' ordre. 

La surface {S) se riduit ici a 

(Ax+By+Cz)[x^+y^+fi^+ty;{a,ß,r)^^^^^ = 0; 

c'est un cyUndre hyperboUque dont le plan p est un des plans asymptotes; 
ce cylindre serait elliptique si le plan Q itait imaginaire. 

L'analogie de ce cas avec celui qui a ^te itudid au [n"". 6] est visiblei. 

La surface iS se reduira a deux plans qui se coupent pour les (m— 2) 
directions asymptotiques., intersections du plan p avec le cöne 

et nous rentrons alors dans le cas etndi^ au [n^. 7]. 

4^"^ cas. Les fonctions (p^ et (p,^i ont les formes suivantes 

(p^{x, y, ä) = {Ax+By+C»fg>{x^ y, «) = 0Xa?, y, »), 

(p^i{x, y, *) = (Ax+By+Ci) rp{x, y,») = Q tp{x,y, »); 

17» 
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la droile a Tinfini 

iAx + By+C^ = 0, 

^^^ |r= 

est alors une droite double de la surface U; car un plan qnelconque passant 
par la droite D rencontre la surface snivant denx droitea coincidant avec 
cette m£me droite D; nous reviendrons plus loin sur ce cas particulier. 

11. Remarque. Dans la discussion qui precede, nons avons po re- 
marquer que la surface jS a presente presque toutes les varidtes des surfaces 
du second ordre; cependant nous' n'avons pas rencontrd de plans paralleles, 
ni de plans coincidents; et, dans le cas des cylindres, la direction asymffo- 
tique ne s'est jamais trouvee pnrallele au cylindre. Examinons donc si ces 
cas particuliers peuvent se presenter dans Thypotbese d'un paint simple. 

Les equations des plans des centres de la surface S sont 

dar ^ öadß dady da ' 

^drba^ydydß^^ dr' ^ Br ^' 
et Ton a toujours la condition 

l"". Si la surface 8 est un cylindre elliptique ou hyperbolique, les 
plans des centres se coupent suivant une möme droite parallele aux genera- 
trices du cylindre; donc la droite G ne pourrait 6tre parallele aux generatrices 
du cylindre qu'ä la condition d'ötre parallele a chacun de ces plans, ce qui 
entrainerait les relations 

Si maintenant on ajoute les equations (26.) respectivement multipliees 

par a, ß, y, il vient 

t(p^iia,ß,r) = 0; 

cette equalion devant representer un plan passant par la droite d^ntersection 
(suppos^e a distance finie) des plans (26.), il faut que 

9>^i(«,/?,y) = 0. 

On voit alors, par reqnation (6.)) quo le point i Tinfini correspondant a cette 
direction asymptoUque est flu point double de la surface U. 
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2^ Si la surface S est an cylindre parabolique, on a encore [n'^/O, 
Remarque] les relations 

■^=«. ^=0. ^=«i 

et nous avons vu [n**. 9, 2^] que la generatrice 6(a,/9,v) ne peul dlre paral- 
lele anx generatrices du cylindre que si Ton a 

<P^i{a,ß,y) = 0; 

nous arrivons encore a la conclusion precedente. 

3''. Pour que la surface S se reduise ä deux plans paralleles , il 
faul que les plans (26.) se confondenl; ils doivent alors se confondre avec 
le plan 

dont r^ation se döduit des ^quations (26.) respecüTemenl multipliees par 
a, ß, y et ajoutees. 

Nous abandonnerons ici Temploi des formales generales pour adopter 
nne methode plus particuliere et qui presentera en möme temps plus de nettete; 
ainsi noas exprimerons que la surface 8 se riduit ä deux plans paralleles 
en prenant pour axe des % la direction asymptotique consideree. 

Soit donc 

9«(a^,y,*) == +(ax^+2fta?y+cy')a— H(^a:+Äy)*"^'+CÄ^• 
y^l(a:,y,Ä) = +(flia:'+2My+Ciy)»--^+(Aa?+Äiy)a---'+C,a--S- 

^^i{Kyy^) = +(^a?+fi2y>— '+a.«"^; 

on a, par hypothese /x = 0, /9 = 0, y different de sero, par exemple / = 1; 
et par suile C=:0, puisque y«(a, /?,y) =0. 
L'equation de la surface jS> est alors 

(S) aa?V26a:y+cy'+(fii-t)^a:ij+(iii-l)%Ä+<[^ia?+Äiy+(m-l) Ci«]+f C^^^O. 

La surface S devant se r^duire a deux plans paralleles, nous pouvons 
prendre Tun d'eux ou comme plan des xz^ ou comme plan des osg; car, il 
est visible d^apres requation generale de la sarface Sy qne le cas de deua^ 
plam ä tinfini ne peut se präsenter que si le point a Tinfini est un point 
double de la surface U. 

Premiere hypothese. La surface 8 se riduit a deux plans paral- 
leles dont un est le plan des x^y ce qui suppose que la direction asymptotique 



l 
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est parallele a Tun des plans a distance finie; on deyra avoir 

a=0, 6 = 0; A-0, B=0; .^4 = 0, Ci=0; C2=0, on a d'ailleurs C=0; 

la surface S a alors pour ^qaation 

(S) cy'+B,ty^Oi 
et r^quation de la sarface ü devient 

On voit qu'nne droite quelconque parallele a Taxe des a 

rencontre la sarface a Tinfini en deux points coincidents, pnisqae le premier 
niembre de requation eist divisible par t^; cela a encore Heu lorsque B^ ou e 
sont nuls; le point a Tinfini est donc un point double de la surface. Ainsi 

Dom le ca$ (Tun point sin^le, la surface, S ne peut pa$ se riduire 
ä deux plans paralleles, ni ä deux plans coiHddents, ni ä deux plans dont 
um est ä Finfini lorsque la directum asymptoHque est supposie paraUUe au 
plan ä distance finie. 

Deuxieme bypothese. La surface S se reduit ä deux plans paral- 
leles dont un est le plan des xff; on doit avoir alors 

fl=0, 6 = 0, c=0; .4 = 0, Ä=0; ^=0, ß,=0; on a d'ailleurs C=0; 

dans ce cas, la surface S a pour ^quätion 

(S) <[(m-l)C.« + Ci<] =0; 
ei requation de la surface U devient 

[... + (a,a:^... + rf,y>)Ä«-^]+<[,..+C|»--^] + (^[-.. + C;,»--^ = 0. 

Une droite quelconque parallele a Taxe des s ne rencontre la sufface a rtn- 
fini qu^en un seul point; ce point a Tinfini est donc.un point simple de la 
surface. Ainsi 

Dans le cas (tun point simple^ la surface S peut se riduire ä deux 
plans dont un A Finfini, mais la direction asymptotique iCest pas paraUÜe am 
plan ä distance finie. 

C'est le cas singulier qui a ete etudie au [a^ 9, S""]. 

12. f^ism^ de ntude d'un point simple ä rinfinL 

Si / esl un point ä llnfini sur la surface U et correi^Ddant ' a la 
direction asymptotique G, ce point est un point simple lorsqa^one droite 
quelconque passant par le point I, c. a. d. parallele a la droite O, ne 
contre la surface qu'en «n seul point. 
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Le plan tangent a la surface en / ou plaa asymptole P est paral- 
lele au plan touchant le cöne des directions asymptotiques suivant la 
genäratrice G; ce plan coupe la surface U suivant une courbe ayant un 
point double ä Tinfini en I, les tangentes en ce point double (ou ton- 
genles inflexionnelles de la surface) sont les intersections de la surface 
S par le plan P; la surface S est la polaire du second ordre du point 
/ a Tinfini ou la surface diametrale du secoud ordre correspondant a la 
direction [n"". 3, remarque 1, III]. 

La natnre du contact du plan asymptote P est indiquee d'une maniere 
tres- nette par la forme de la surface S, comme on le voit par le re- 
sume suivant: 
P. La surface S est un eUipsiHde ou un hyperboloide ä deux nappes: 

Le point double de la section par le plan P est un point isole. 
IP. La surface S est un hyperbohfde ä une nappe: 

Le point double a Tinfini de la section est un point double ordinaire 
dont les deux tangentes sont a distance finie. 
IIP. La surface 8 est un cöne: 

Le point double a Tinfini de la section par le pian P est un point 
de rebroussement, la langente de rebroussement est ä distance finie [n"*. 4]. 
IV^. La surface Sest un parabolo'ide: 

V. Si la direction asymptotique G n'est pas parallele a Taxe de 
la surface S, le plan asymptote est i distance finie et coupe la surface 
suivant une courbe ayant un point double ä Tinfini dont une des tangentes, 
et une seule, est a Tinfini [n***. 5 et 10, 1" cas]. 

2"^. Si la direction asymptotique G est parallele ä Taxe de la sur- 
face S^ le plan asymptote est a Tinfini; Taröte G est une ar^te double 
du cöne des directions asymptotiques; les deux tangentes au point double 
sont a Tinfini dans les deux pland tangents au cöne suivant Taröte 
double [n^ 9, t^]. 

Lorsque le paraboloide est elliptique, le point double est isole. 
V^ La surface S est un cylindre elUptique ou hyperbolique: 

V, Si la generatrice G n'est pas parallele au cylindre, le point 
double de lä section par le plan asymptote est un point de rebroussement^ 
la tangente de rebroussement est ä Tinfini; le plan asymptote est a 
distance finie [n"". 6]. 

Lorsque le cylindre est elliptique le point de rebroussement est isole. 
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II peut airiver que le plan asymptote touche la surface toQt le long d'une 
droite a Tinfini [n^ 10, 3*"* cas]. 

2^. Si la generatrice G est parallele an cylindre, le point / ä Tin- 
fini est tm point double de la surface [n^ 11, 1""]. 
VF. La surface S se compose de deux plans qui se caupent: 

Le plan asymptote coupe la surface suivant une courbe ayant im 
point triple a Tinfini; tont plan parallele a la direction asymptotique coupe 
la surface suivant une courbe dont le point a Tinfini est un point d'in- 
flexion; une droite quelconque, situee «[ans le plan asymptote et parallele 
a la direction asymptotique, rencontre la surface en trois points coin- 
cidents [n^ 7]. 

Si la generatrice G etait parallele k Tintersection des deux plans, 
le point / ä Tinfini serait un point double de la surface. 
VIP. La surface S est un cylindre paraboUque: 

V. La generatrice G n'est pas parallele au cylindre; dans ce cas, 
la droite G est une ar6te de rebroussement du cöne des directions asympto- 
tiques; le plan asymptote est i Tinfini et coupe la surface suivant une 
courbe ayant un rebroussement au point de contact; la taugen te de re- 
broussement est a Tinfini et se trouve dans le plan touchant le cöne suivant 
son aröte de rebroussement [n''. 9, 2""]. 

II peut arriver que le plan asymptote (ä Tinfini) touche la surface 
tout le long d'une droite a Tinfini [n^ 10, 2^*"^ cas]. 

2"". Si la generatrice G est parallele au cylindre, le point a Tinfini 
est un point double de la surface [n''. 11, 2'']. 
YIII''. La surface S se compose de deux plans dont un ä tmfini: 

V. La direction asymptotique n'est pas parallele au plan ä distance 
finie; le point ä riufini est un point simple; le plan asymptote est a 
Tinfini, et le point de contact est un point triple de la section par ce 
plan; la generatrice G est alors une aröte triple du cöne des directions 
asymptotiques [n"". 9. 3""]. 

2"". Si la direction asymptotique est parallele au plan a distance 
finie, le point a Tinfini est un point double de la surface [no. 11, 3"^]. 
IX"". Dans le cas d'un point simple, la surface iS pe peut pas se röduire 
a deux plans paralleles, ni k deux plans coincidents, ni k des plans 
tous deux ä rinfini [n^ 11, 3^. 
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§. n. 

Points doubles k Vinünu 

I. Recherche des points doubles k FiDfini. 

13. Sapposons que la generatrice (?(— = J. = — ) sott une genera- 
trice double du cöne des directions asymptotiques 9>»(^^y^i5) = et appar- 
tienne en möine temps au cöne ^m^ii^, y, s) = 0^ c. a. d. qu'on aU 

(27.) % = 0, ^ = 0, ^ = 0, y^.(«,/9,y) = 0; 

les trois premieres de ces relations entrainent ^videmment la saivante 

(27'»\) y.(«,/9,y) = 0. 

Le premier membre de riqnation (6.) est alors divisible par fy quels que 
soient ly fi^ Vy c. a. d. qae toute droite passant par le poiot a Tinfini 

I£- — iL — JL 
t = 

y rencontre la surface en deux points coincldents; le point / a Tinfini est 
donc im potat double de la surface. 

Ponr obtenir les tangentes proprement dites a la snrface en ce point, 
il faut exprimer que le premier membre de Tiquation (6.) est divisible par 
i^; ces droites formeront une snrface toucbant la surfaee ü" au point / a Tinfini. 

Pour que le premier membre de Tequation (6.) soit diyisible par f, on 
doit avoir entre l, fi^ v, la relation 

(28.) ji^+^^ + ^|-jV.+ 2JA^+A*^+»'|r|9'^.+2y^(«,Äy) = 0. 

Noas obtiendroos la snrface formee par les tangentes en / en iliminant l, fi, 
V, a Taide des relations (5.); Teqnation precedeyte devient alors 

+ 2/j(x-«e)|^+(y-/9e)A+(,_yp)|.)y._,+ 2/'y_,(«,/?,y) = 0. 
II resulte de ndentite dejä citee, savoir 

= m(m-l)y,(«,/?,y) 
et de la relation (27'''*.) que le coefficient de p^ est nnl. 
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Le coefficient de q est aussi nul; car, en ordonnant par rapport a x, y, 9, t, 
on trouve qne ces variables out pour maltiplieateiirs respectifs: 

On voit dooc, en ayant dgard anx relations (27.)« qne la snrface, lieu des 
tangentes ä la surface an point I ä Tinfini, a poor equation 

c'est an cylindre qne je nonunerai cylindre atymptote de la twrface au pomt 
double I. 

14. Nons allans d'abord constater qoe I*^qoalion (30.) repr^sente ef- 
fectivement nu cylindre. £n effet, les plans du centre ont pour eqaations 

Or, si Ton ajonte ces ^quations respectivement multipliies par dy ßy y, on 
arrive, en egard aux relations (27.) 9 & une identitö; ces plans passent donc 
par une möme droite ; par suite, la snrface F est un cylindre. 

Les plans asymptotes de ce cylindre sont paralleles aux plans 

(32.) ^^+^^+..^+2^|^+2«|^+2,.^ = 0; 

ces plans sont precisement les plans tangents au cöne des directions asympto- 
tiques suivant Taröte double Q (a, /?, y), [n^*. 8]. 

Le cylindre asymptote F est la polaire du second ordre du point a 
Tinfini ( — = -^ = — ^ ' = 0) ou la surface diametrale du second ordre cor- 

^ d p f ^ 



Painvin, points ä Vinfini sur les surfaces algibriques. 139 

respondant a la direction G{a,ß^y). Les gencratrices dn cylindre sont pa« 
ralleles a la droite Gy car cette droite est parallele a chacun des plans des 
centres (31.)* 

Aiilsi, em un point double I ä Tmßni ttune surfacey les tangentei pro- 
prement dites forment un cylindre du second degrS paraUile ä la direction 
asymptotique sur laqueüe se trouee le point I; cette droite est une arite double 
du cöne des directions asymptotiques. 

15. Noas signalerons les proprietös caracteristiques snivantes: 

l"". Un plan qudconque passant par le point double c. ä. d. paraUÜe 
ä ta giniratrice G coupe la sur face suieant une courbe ayant un point double 
ä tmßni; les tangentes en ce point double sont les intersecHons du cylindre 
asymptote par le plan sicant. 

2**. Un plan tangent quelconque au cylindre asymptote coupe la sur- 
face suieant une courbe ayant un point de rebroussement ä finfini, la tangente 
de rebroussement est la giniratrice de contact de ce plan a/cec le cylindre. 

3^ Les plans asymptotes du cylindre coupent la smrfaee suieant une 
courbe ayant un point de rebroussement ä tinßniy la tangente de rebroussement 
est la giniratrice de contact, laqueUe est aussi ä finfini. 

Pour demootrer les proprietes qu'on vient d'enoncer, nous prendrons pour 
axe des z une parallele a la direction asymptotique consideree, c. ä d. quo 
nous supposerons 

« = 0, /? = 0, y = l; 
et pour plan des xi, un des plans tangents au cylindre; nous choisirons, en 
outre, la generatrice de contact pour aze des Ji. Si Ton tient couipte des 
relations (27.) et qu'on ait egard a la position particuliere des axes par 
rapport k la surface I\ on trouve que les fonctions ^«^ ^'m-m Vm^^ doivent 
dtre de la forme 

(p^{x, y,z) ^ +iAx''+2Bxy + Cf)i'^^; 

y— i(a?,Sf,«) = +(öia?H2friaJSf+Ciy')Ä"'"^ + Biy«"^%- 

^^2{x, y,i) = +{A2X+B2y)sr-^; 

et le cylindre F a pour ^quation 

(r) Ax'+2Bxy + Cy^+B,yt = 0. 
Le plan des yz peut ötre regarde comme un plan quelconque parallele a la 
direction asymptotique consider^e; or Tequation de la section de la surface 
par ce plan x = est 

(...+0y'»— »)+«(...+fiiy«— ')+<*(-+fi2y«*^)+- = 0; 

18» 
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la direction asymptotique y = oq Taxe des » correspond ä anpoint double; 

car si Ton pose 

y = &* 

le premier membre de r^quation pr^cedente est divisible par f, quel que soit 

Ar. Noüs obtiendrons les tangentes en egalaot a zero le coefficient de f, on 

a aiosi 

ce sont precisement les deux droites intersections du cyliiidre i' par le plan 
x= 0; la proposition (l"".} se trouve ainsi demontree. 

Le plan des xz ou y = est tangent au cylindre asymptote; or Tequa- 
tion de la section de la surface par ce plan est 

(... + ^0?"«— ')+<(.. .+aia:'a"-*)+<'(-+^2irÄ""') + --- = 0; 
la direction asymptotique a:=:0 ou Taxe des z correspond a un point double; 
car si Ton pose 

X = kt 
le premier membre ile requation precedente est divisible par f, quel que soit k. 
Nous obtiendrons les tangentes en egalant ä zero le coefficient de f, on a ainsi 

Ä^ = 0, ou 0:^ = 0; 
le point ä Tinfini est donc un point de rebroussement; ce qui dömontre la 
proposition (2^). 

On etablira de la mdme maniere la proposition (3"*.) en prenant pour 
axe des ^ la ligne des centres du cylindre asymptote, et, pour plan des xz, 
un des plans asymptotes de ce cylindre. 

16. Parmi les tangentes qui forment le cylindre asymptote, il y en 
a qui ont avec la surface un coutact d'ordre plus ^levig que le premier, c. a. d. 
qui rencontrent la surface en quatre points coincidant avec le point /. 

Nous obtiendrons ces tangentes en egalant a zero les coefficients de 
^ et f^ dans Tequation (6.); on trouve d'abord la relation (28.) qui, par Teli- 
mination de l, fi, v, nous conduit ä T^quation (30.) du cylindre asymptote. 

En egalant a z^ro le coefficient de t^, on a (en conservant la notation 
symbolique) 



= 0. 



I d d d \ 

{ +6J^a^+A^a;^+y-^j<iP«-2+6y«.3(a,Ay) 
Si, entre cette öquation et les relations (5.) nous eliminons l, fi, r, nous 
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aurons Teguatioii d'une seconde surface sm laquelle dolyent se trouver lea 
tangenles en question qne je d^signerai encore soas ie nom de tangentes tu- 
flexionneües. 

Par la Substitution indiquee l'equation (33.) devient 

(34.) +3/j(ar-«p)g^+(y--/9p)^+(*-ye)|rry«-4 = ^ 

Haintenant developpons suivant les puissaoces de q i'equation (34.); rappeloos 
les hypotheses (27.) 

(27) ^ = 0, -^ = 0, ^ = 0; y_»(«,/?,y) = 0; et y.(«,/?,y) = 0, 

equations doot la derniere est un consöquence des trois premieres, et remar- 
quons que pour des fonctions homogenes du degre » on a les identites 

'(10.) «^+/3^+y-|- = nna,ß,rh 



(20). 



/ 



(35.) 



= «(i.-l)/'(a,/S,y); 

" -d^+i^ Tß^^y ^+''" Pdi^dß'^ ^**P 'S^ 



\ \ = «(«-l)(i.-2)/'(«,/9,y). 

En vertu de la troisieme des relations (35.) le coefficient de (f^ est nul. 

D'apres la seconde des relations (35.), le coefficient de q^ se reduit ä 

quantite nulle par suite des hypotheses (27.). 

Enfin, en ayant egard ä la premiere des identites (35.), Ie coefficient 
de if est, abstraction faite du facteur --3(iit— -1), 
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or cette expression est celle a laqaelle Doas conduit la relätion (280 lorsqo'on 
y remplace l^ fi, v, par lears valeurs (5.); cette qaanlite est donc nulle aussi^ 
pnisque nous devons tenir compte de cette relation. 

Par conseqaent, les tamgemtes mßexiaimeUes doivent ae Irouver sar la 
surface 

Cette surface est du trainime ordre; il est facile de se convaincre que 
c'est la polaire du 3**' ordre du point ä riufini (-^ = ^ == — ^ / = o), ou la 
surface diametrale du troisieme ordre correspondant aux cordes paralleles ä la 
g^neratrice ©(«,/?, y). 

Cette surface S et le cylindre asymptote 7" se coiipent snivaiit six 
droites paralleles ä la generatrice G; ily a donc six tangentes inflexionneUes 
c. a. d. iix Umgentes am pomt double I ayant aoec la surface un contact du 
$ecoud ordre, 

Nous alloos constater que le cylindre asymptote et la surface 2 se 
coupent eu elfet suivant six droites paralleles a la generatrice G. 

17. Prenons pour axe des » la direction asymptotique consideree, 

c. A. d. supposons 

« = 0, /? = 0, y = l, 

et icrivons que les relatioas 

sont satisfaites. 

On constatera^ sans dif&culte^ que les fonctions 9«^ 9)».i doivent avoir 
les formes suivantes 

V«(a^,yf») = •••+(a«^+3te'y+3cay»+iV)»'^+(^r^+2Äxy+C^^^ 

noui avons ^crit en m^me temps les fonctions 9)«».3, V'«-^^ qni seront ne- 
oessairts pour former les iquations du cylindre asymptote et de la surface JS. 

Kn preuani pour axe des a la direction asymptotique, on trouve que 
len Aquallons do oei deux surfaces sont respectivement : 
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Cytindte asymptote 

(38.) (r) Aa^^2Bxy+(Y+tiA^x+B,y)+A,t' = ü; 
iurface 2 

(39.) {S) j iM;'-h36a:^y+3ca^Vrfy^(iii-2)(-4aj'^-2Äa^-hCy')» 

Ces formules nous seront extrdmenieDt iitiles pour la discussion des points 
doubles. 

18. Revenons maintenaot a Tobjet que nous avions en vue^ savoir 
rinteraection des deox anrfaces r et S. 

Le cylindre aaymptote F a pour equation 

Ax^+2Bxy^Cy'' + t{A,x+B^y)^A,t^ = 0; 
reqnation de la surface S pent s^ecrire 

aa?'\'Ux^y^^exy' + dy' + t{aia?^-2b,xy^'C,y^)+t\a^x+^^^ 



, = 0; 

+ (m~2)Ä[^a?'+2Äajy + C»'+<(A«+Äiy)+^2^] 

or la seconde parenthese est nulle si Ton a egard ä la premiere equation; 
donc les points communs a la surface S et au cylindre asymptote sont 
communs aux deux surfaces 

Ax^ + 2Bxy + Cy''^\'t{Ax + B,y)'\'A^t^ = 0, 

aa?H36a?'y + 3cajyVdy^ + <(a,a?"+26.ajy + c,y') + /^(flba:+62y)+^<' = 0. 

Hais ces deux surfaces sont deux cylindres paralleles ä Taxe des js; donc 

Le cylindre asymptote de la $urface U coupe la surface S smcoiU 
six droites paralleles ä la direction asymptotique; ces six draiies ont aeec la 
surface, au point double ä finfini, un contact proprement dit du second ordre 
c. ä. d. rencontrent la surface em quatre points cdncidents. 

Les ^quations (38.) et (39.) nous montrent imm^diatement que le point 
a rinfini considere est aussi un point double pour la surface S, et que le 
cylindre asymptote a la surface U est aussi asymptote ä la surface 2. 

Remarque. Lorsque la surface U est du troisieme ordre, la surface 
JS n*est autre que la surface eile - mdme ; nous pouvons donc conclure de ce 
qni precede que si une surface du troisieme ordre a un point double a rin- 
fini, le cylindre asymptote correspondant a ce point double coupe la surface 
suivant six droites paralleles a la direction asymptotique. 
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19. Avant de noas occuper de la discussion des points donbles, il 
nous reste ä etndier la section de la aurface par un plan quelconque passant 
par une des tangentes inflexionnelles. 

Prenons ponr axe des « la tangente inflexionnelle consideree, et poor 
plan des xss le plan tangent au cylindre asymptote süivant cette aröte; nous 
nous servirons donc des öquations (38.) et (39.), et nous ecrirons que Taxe 
des i appartient aux denx surfaces /* et JS et que le plan des xss est tan- 
gent au cylindre. Nous obtenons ainsi les conditions 

A2 = 0, ^5 = 0, Ai = 0. 

Cherchons Tintersection de la snrface par le plan des xz qui est tangent 
au cylindre asymptote suivant une tangente inflexionnelle , et par le plcuoi des 
y» qu^on peut regarder comme un plan quelconque passant par cette tangente, 
en ayant egard a la forme (37.) des fonctions (p^, ^'«.-.m V'm-?) (fm^ et aux 
dernieres relations. 

La section de la surface par le plan des yz ou x = est 

(... + Cy^-5--^) + <(--.+5iy3--^')+<^(..- + 6,j^a--^) + <'(- 
la direction asymptotique y=0 ou Taxe des 5 correspoiid a un point double, 
car en posant 

y = W 

le premier membre de requation est divisible par t^; on aura les tangentes 
en egalant a zero le coefficient de t^^ ce qui donne 

CAP+ÄiÄ^O, ou Cy^ + Biyt^O; 

lorsqu'on fait y = le premier membre de Tequation precedente est divisible 
par f \ donc Taxe des js est, pour le point double, une tangente d'inflexion. 
La section de la surface par le plan xz ou y = est 

(...+^a?'a'^') + <(...+aia?a'^)+/'(.-.+a2a?Ä"^') + <'(---+Ö3a^^^ 
la direction asymptotique o; = ou Taxe des z correspond ä un point double ; 
car, en posant x = kt, on trouve que le premier membre de requation est 
divisible par f; on aura les tangentes en egalant äzero le coefficient de ^^ 
ce qui donne 

^*^ = 0, ou a?' = 0; 

et, lorsqu'on fait x = 0^ le premier membre de Tequation pr^c^dente est di- 
visible par (^; on a donc un point de rebroussement de deuxieme espece, car 
la tangente de rebroussement a un contact du second ordre. 
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20. Resumons les propriet^s principales des points doubles ä rinfini. 

En un point dooble / a rinfini sur une sorface, les tangentes propre- 
ment dites foraient un cylindre du second degre parallele a la direction 
asymptotique G aar laqudte se trouve le poini /; la droite G est une 
ar£te double du cöne des direclioas asymptotiques, c'est une condition 
necessaire ä Texistence d'un point dooble, mais non süffisante. 

Un plan quelconque passant par le point double c. a. d. parallele 
ä la droite G coupe la surface suivant une courbe ayant un point double 
a rinfini, les tangentes en ce point donUe sont les intersections du cy- 
lindre asymptote par le plan secant. 

Un plan tangent quelconque au cylindre asymptote coupe la surface 
suivant une courbe ayant un pt^nt de rebroussement en / a Tinfini, la 
tangente de rebroussement est la generatrice de contact et a avec la courbe 
oncontact du premier ordre; c'est un rebroussement de premiere espece. 

Les plans asymptotes du cylindre (lesquels sont paralleles aux deux 
plans tangents au cöne des directions asymptotiques suivant Taröte double G) 
coupent la surface suivant une courbe ayant un point de rebrousse- 
ment a rinfini; la tangente de rebroussement est la generatrice de contact, 
laquelle est aussi ä Tinfini. 

Parmi les generatrices du cylindre asymptote, il y en a six^ que je 
nommerai tangentes inflexionnelles, qui rencontrent la surface en / en. 
quatre points coincidents. La polaire ^ du troisieme ordre du point / 
ä rinfini a ce point pour point double et a mdme cylindre asymptote que 
la surface proposee; le cylindre asymptote et la surface ^ se coupent 
suivant six droites paralleles a la generatrice G; ce sont les six tangentes 
inflexionnelles. 

Un plan quelconque passant par une tangente inflexipnnelle coupe 
la surface suivant une courbe ayant un point double en / a Tinfini; une 
des tangentes en ce point doul)le est la tangente inflexionnelle, laquelle 
a avec la courbe un contact du second ordre; c^est donc une tangente 
d'inflexion. Le plan tangent au cylindre suivant une tangente inflexionnelle 
coupe la surface suivant une courbe ayant un point de rebroussement 
ä rinfini; la tangente de rebroussement est la tangente inflexionnelle, 
laquelle a un contact du second ordre avec la courbe; c'est un rebrousse- 
ment de deuxieme espece. 
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II. Ditcasaion des points dooblea 4 Ilnfini. 

21. Nous classerons les varieles d'un point double d'apres la nature 
du cylindre asymptote correspondant a ce point. 

1**' cas. Le cplmdre asyn^tote est hü cjftimdre parabotique. 

Les proprietes generales resumees dans le no. 20 out encore lieu daos 
ce cas; seulement la secüon, dont le point de rebroussement a pour tangente 
une droile a Tinfini, est faite ici par le plan a Tinfini, car le plan asymptote 
du cylindre parabolique est a Tinfini; ce plan est parallele au plan touchant 
le cöne des directions asymptotiques suivant Taröte G^ laquelle est alors une 
ardle de rebroussement (car les termes du second degr6 de requation (30.) 
forment un carre parfait, et ces termes donnent en möme temps les plans 
tangenis (32.) au cöne suivant Tarnte double). 

En outre, les plans paralleles aux plans diametraux du cylindre para- 
bolique coupent la surface suivant une courilie ayant un point double a Tinfini, 
une des tangentes est a Tinfini, Tautre est la generatrice a distance finie inter- 
section du cylindre par le plan secant. 

22. 2^* cas. Le cgHmdre asymptote se ridmt ä deux pkms qm se coupent. 
Prenons pour axe des « la droite intersecüon des deux plans, et un 

de ces plans pour plan des xs; nous servant alors des equalions (38.), (39.) 
et (37.), il faudra supposer 

^ = 0, -4, =0, fii = 0: -^2 = 0; 
les surfaces /* et JS auront alors pour ^ations respectives 

in 2Bxy + Cy' = 0; 
Lax'+Sbx'y+3cxy'+df+{m^2)[2Bxy + Cy']zi ^ ^ 
I +t{a,x^+2b,xy+e,y')+t\arX+b,y)+A,t' t 
et les fonctions tp^, y--M y— -«• V—a se reduiront ä la forme 

y« =-: + (aa:^+36xV+3c«yHdy^)»— H(2Brry+Cy')«*-^• 
y«-, = + (0ix'+2*iajy+c,y')»-^,- 

y«-^ = + (a,x + Ä,jf)»--^; 

q\^s ^- +(ö3*+^y) «"*"*+ ^»"•''^ 

Nous pouvons regarder le plan des y* comme un plan quelconque passant 
par Taxe du cylindre asymptote (deux plans qui se coupent); en faisant a;=0^ 
nous obli^ndrons pour ^uation de la section de la surface par ce plan: 

(•-•♦ ryV'*)4-i(-*i-c.yV-^)+<\--+M«"^)+''(--+^3«""')+--- = 0; 
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la 4irection asymptotique y=0'ou Taxe des s correspond a un point double; 
les deux tangentes en ce poiiil double se confondent avec Taxe des z, et le 
coBtact est da premier ordre; on a donc nn rebroossement de premiere espece 
a rinfini, la droite oz est la tangente de rebroussement. 

La section de la surface par le plan des xz {y = 0) c. a. d. par un 
des plans asymptotes a pour equation 

la direction asymptotique ^r = ou Taxe des z correspond a nn point triple 
de la section, car si Ton pose 

X = kt, 

le premier membre de Teqnation precödente est divisible par t^; les tangentes 
en ce point triple seront donnees par reqnation 

a*^+aiÄ^ + a2*+^ = 0, ou ax'+a.xH+chxf + A^e^O,, 

ces trois droites sont precisement les intersections de la surface Jit: par le plan 
y = 0, c. a. d. les trois tangentes inflexionnelles situees dans le plan asymptote 
considere. 

Si Ton cherche Tintersection de la surface par le plan 

X == ht 
qu'on pent regarder comme un plan quelconque parallele a la direction 
asymptotique, on trouve une courbe ayant un point double a Tinfini, les deux 
tangentes sont les intersections du plan secant avec les deux plans asymptotes 
constituant le cylindre asymptote. 

Considerons enfin Tintersection de la surface par un plan quelconque 
parallele a Tun des plans asymptotes, y = par exemple; seit 

y = ht; 
requation de la section par ce plan est 

{-^+{aa?^UhxH+^ch^xt^+dhH^)z'^ + {2Bhxt+ChH^)z^^^ 

•\'t[-'+{a,x^+2bMt+cJ^^(')^'^'^]+t\-M^^^^ 
ou, en ordonnant, 

La direction asymptotique x = correspond a un point double, car si Ton pose 

t = kx, 

on voit que le premier membre de requation prec^dente est divisible par x\ 

19* 
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les tangenles au point double sont donoees par requation 

2ÄA*-hCA^*':=0, Ott 2Bxt+Chf^0; 

une des tangentes est la droite ä llnfini t=0^ Fautre est la droite 2Bx+Ckt=0; 
il est visible que cette deruiere droite est TiBtersection du plan secant y— A/=0 
avec le second plan asymptole 2Bx+Cy =^0. 

Ainsi : 

Le cylindre asymplote se riduisant ä deux pUma qui se coupent (que 
je nommerai plana aaymptotes du point double) y taxe des deux plana 
asymptotes est paraUäle ä la direction asymplotique; les tangentes inflexionneUes 
sont les intersections de la sur face polaire 2 par ckacun des pUms asymptotes. 

Tout plan passant par tintersection des deux plans asymptotes coupe 
la surface suivant une courbe ayant un point de rebroussement en I ä tinfini; 
pour toutes ces sections la tangente de rebroussement est Fintersection des 
deux plans asymptotes; on pourrait donner ä ce point double particuüer le 
nom de point de rebroussement conique^ et ä la tangente commune celui 
d^axe de rebroussement. 

Chaque plan asymptote coupe la surface suivant une courbe ayant un 
point triple en I ä tinfini; les trois tangentes en ce point triple sont les trois 
tangentes inflexionneUes siluees dans le plan asymptote considire. 

Un plan quelconque parallele ä la gindratrice G coupe la surface «tft* 
eant une courbe ayant un point double^ en I; les deux tangentes sont les inter^ 
sections des deux plans asymptotes par le plan sicant. 

Un plan quelconque parallele ä tun des plans asymptotes coupe la 
surface suieant une courbe ayant un point double ä tinfini; tune des tan-- 
gentes est tintersection du second plan asymptote par le plan sicant, et la 
seconde tangente est ä tinfini, parallele ä la giniratrice G. 

23. 3^'"' cas. Le cylindre asymptote se reduit ä deux 
plans paralUles. 

Prenons la direction asymptotique pour axe des js et Tun des plans pour 
plan des xsi; nous servant alors des equations (38.) et (3909 il faudra supposer 

^ = 0, 5 = 0; ^1 = 0, ^2 = 0; 
les surfaces JT et ^ auront pour equations respectives 

(r) Cy'+B,yt = 0, 

l +(m-2)ÄiyÄ<+f(fl2X+6,y)+^<^ 1 ' 
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et les foDCtions (p^y Vm-i^ 9'«-2 9 • • • se reduiront ä la forme 

y«-2 = +(«2a?+62y)*"^; 

y— 3 = +^3«*^. 

La section de la surface par le plan des x^ on y=0, lequel eat nn des deux 
plans asymptotes^ a pour equation 

La direction asymptotique a^=0 ou Taxe des 9 correspond ä an point triple; 
si Ton pose x ^ kt, on anra les tangentes en ce point triple en ^galant a 
sero le coefficient de fi, ce qni donne 

al^+ai k'+thk+A^ = 0, ou ax'+a.xU+thxt^+Ayt^ = 0; 
on Toit que ces trois droites sont les intersections de la snrface S par le 
plan y = 0, c. a. d. les trois tangentes inflexionnelles sitnees dans le plan 
asymptote considere. 

Cherchons maintenant rintersection de la snrface par un plan qnel- 
conqne parallele aox plans asymptotes, savoir par 

9 = ht; 
on a ponr eqnation de la section: 

ou, en ordonnant, 

+ <'[— + (rfÄ'+c,*' + fc2Ä + ^3)Ä"^] + - 
La direction asymptotique a?=0 on Taxe des « correspond a un point donble; 
et en posant t = kx^ on trouve, en egalant ä z6ro le coefficient de x^^ 

*' = 0, ou /' = 0; 

on a doncun point de rebroussement, la tangente de rebroussement est a Tinfini. 

Le plan des yz peut 6tre regard^ comme un plan quelconque parallele 
a la direction asymptotique; la section de la surface par ce plan possede un 
point double ä Tinfini, les tangentes en ce point double sont les intersections 
des deux plans asymptotes paralleles par le plan secant. 
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Ainsi: 

Lorsque le cylindre asymptote se ridmt ä deux plans paraäiles (que 
je nommerai plan$ asymptotes du point double)^ tont plan parallele aux 
plans asymptotes coupe la surface suivtmt une courbe ayant un rebroussement 
en I ä Finfini, la tangente^de rebroussement est ä Finfini dans le plan sScant 
et paraUile ä la direction asymptotique; le point double de la surface peut encore 
itre disigni sous le nom de poinl de rebroussement conique^ mais Vaxe 
de rebroussement est ä tinfini^ parallele ä la direction asymptotique. 

Ckacun des deux phms asymptotes coupe la surfctce suieant une courbe 
ayant un point triple ä tinfim; les ttmgentes en ce point triple sont les trois 
tangentes inflexionnelles siluies dans le plan asymptote considiri. 

Un plan quelconque parallele ä la direction asymptotique coupe la rar- 
face suieant une courbe ayant un point double ä Cinfini, les tangentes en ce 
point sont les intersections du plan sicant aicec les deux plans asymptotes. 

24. 4^'"** cas. Le cylindre asymptote se riduit ä deux plans 
coincidents. 

Prenons pour axe des z la direction asymptotique, et, pour plan des xz, 
le plan auquel se reduit le cylindre asymptote; on devra avoir (eqoation (38.)) 

^ = 0, B = 0; A = 0, ßi = 0; ^, = 0; 

le oylindre asymptote et la surface JS ont alors respectivement pour equalions 

(n y- = 0, 

. j«a;*+36ajV+3ca!y'+rfy'+(«-2)C»ff»+<(«,a;'+26,a:y+c,y') 
et les FoncUons (p„, <Pm-ti • • • prennent la forme 

fPm-i = •+(ö,a;'+26iiFy+c,y')»— »,• 

^«-i = 4-(<»7.T4-6iSf)«"^,' 

y— 3 = +(Ä3Jt+*3y)»"^+^8— *. 

Le plan des xi ou y = coupe la surface suivant la courbe 

la direction asymptotique d;i=0 ou Taxe des » correspond a un point triple) 
les tangentes inflexionnelles se reduisent, dans le cas actuel, ä trois systemes 
de deux droites confondues; ces trois droiles sont les tangentes an point triple. 
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Le plan Aes 3fs peut iire re^arde comme iin plan quelconque parallele 
ä la direciion asymptotique; la aection de la sorface par ce plan a pour equakiui 

la direction asymptotique y = ou Taxe des z correapond a un point double, 
s deux tangentes au point double se confondent avec Taxe des %; cW 
dont un point de rebroussement 

Si Taxe des a est une tangente inflexionnelle, c. a. d. si ^3 = 0, la 
tangente de rebroussement a un contact du second ordre: c^est un rebroussement 
de 2*"* espece. 

Lintersection de la surface par un plan quelconque parallele au plan 
asymptote, tel que y =ht, a pour equation 

+ «'[.. . + (a2a?+62Ä/)a—^ + /'[...+-/43Ä*~'] + — = 0, 
ou, ^n ordonnant, 

La direction asymptotique x = ou Taxe des z correspond a un point double ; 
en posant t^hx et en egalant a zero le coefGcient de x^^ on a pour les 
tangentes 

*'==0, ou e=^0\ 

on a donc un point de rebroussement dont la tangente est a Vinfini. 

Ainsi : 

Lorsqu le cylindre asymptote se reduit ä deux pUms camcidents (que 
je nommerai plan asymptole du point double), un plan quelconque pa- 
rallele ä la direction asymptotique coupe la surface suiea^it une courbe ayant 
en I ä Cinfini un point de rebroussement, la tangente de rebroussement est 
fmtersecHon du plan sicant avec le plan asymptote; c^est un rebroussement 
de premiäre espice; le rebroussement est de deuxiäme espdce, lorsque le plan 
sicant passe par une des tangentes inflexionneUes, Ainsi, toutes les tangentes 
de rebroussement, au Heu de se confondre comme dans le deuxiäme cos avec 
une seule droite, sont ici toutes dans un mime plan asymptote. On pourrait 
donc donner ä ce point double ä Vinfini le nom de point de rebrousse^ 
ment plan, et le plan asymptote serait le plan de rebroussement. 
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Le plan asymptote cotipe la surface suwant une eourbe offornt un point 
triple ä tinfinij les tangentes en ce painl Mple sont le$ lroi$ tangente$ m- 
flexionnellesy intersections de la iufface 2 par le plan asymptote, 

Un plan quelconque paralläle au plan asymptote coupe la surface 
suii^ant une eourbe ayant un point de rebroussement ä tinfini, la tangente de 
rebroussement est ä tinfiniy paraUdle ä la ginirabrice G. 

25. 5'^'"'' cas. Le cylindre asymptote se riduit ä deux plans^ 
dont un ä Vinfini. 

Si Ton se reporte ä T^quation generale (30.) ? on voit qae ce cas se 
presentera lorsque la direction asymptotique G sera une ar6te triple du cöne 
C et une ardle simple pour le cöne 9>m.i (a?^ j^^ a) = 0. 

En prenant pour axe des z la direction asymptotique et en supposant 
que le plan des xz seit le plan a distance finie, on ä d'apres les ^quations 
(38.), (39.), (37.), 

^ = 0, ß = 0, C = 0; ^, = 0, ^a = 0; 
d'oü 

(n B,yt = 0, 
^ax^^'%bx'y + ^cxy^+dy'+t[a,x^+2b,xy^c,y^ + {m-2)B,yz\ 



' +f{a2X+b^y)+A,e = 0; 

et 

y. = +(arH36a:V+3cxyHrfy')»"-'; 

<P-. = +{^ix'+2b,xy+c,y'')z'^^+B,yz^''; 

y«-2 = +{a^x+b2y)z'^; 

y«-3 = +(ö3«+63y)Ä'"~*+^3»*"'- 

Trois des tangentes inflexionnelles sont les intersections du plan a Tinfini avec 
les trois plans 

aa?+Ux^y+^cxy^'\'dy^ = 0; 
et les trois autres sont 

y = 0, aa?+a,x't+a2xe'^A^e=^0. 

L'intersection de la surface par le plan des yz, que nous pouvons regarder 
comme un plan quelconque parallele a la direction asymptotique, a pour equalion 

(.•.+rfy^Ä--^)+/(...+5,y«-*-')+/'(---+62y«"^')+<'(---+^Ä"^^ = 0. 
La direction asymptotique y = ou Taxe des z correspond ä un point double ; 
en posant successivement y = kty puis t = kiy, on obtiendra les deux tangentes 
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en ce poinl double, qai sont: Tune, rinlersection du plan secanl avec le plan 
asymplole ä distance finie; Tautre, a Tinfini. Lorsque Taxe des z est une des 
tangentes inflexionnelles, la premiere tangenle ä un contact du second ordre. 

Par une analyse sernblable a celle que nous avons dejä repetee plusieurs 
fois, on constatera que rintersection de la surfacc par un plan parallele au 
plan des otjs a un poinl de rebrousseoient ä rinfini donl la tang^ente est elle- 
m^me a rinfmi. 

Ainsi: 

Lorsque le cylindre asymptote $e riduil ä detix plans dont im est a 
tinßniy la direction asymplotique G est une arete Iriple du cöne C el une 
arSte simple pour le cöne (p^^i(Xy y, «) = 0; trois de^ tangentes inflexionnelle^s 
sont dans le plan ä tinßni. Le plan asymptote ä distance finie est parallele 
au plan tangent au cöne Vm-i (^^ y> ä) = suieanl Carite G; les trois tan- 
gentes inflexionneUes ä tinfini sont respectivement dans les plans tangents au 
cöne C suieant Varete triple G. 

Tout plan parallele ä la direction asymptotique coupe la surface swvant 
une courbe ayant un point double ä tinfini; une des tangentes est a finfini^ 
parallele ä la direction asymptotique; tanlre est finlersection par le plan 
secant du plan asymptote ä distance finie. 

Tout plan parallele au plan asymptote ä distance finie coupe la surface 
suivant une courbe ayant un point de rebroussement ä rinfini, la tangente de 
rebroussement est ä Vinfini, parallele ä In direction asymptotique. 

Les deux plans asymptotes coupenl la surface suieant une courbe ayant 
un point triple ä tinfini, les tangentes en ce point sont les tangentes in-- 
fiexionnelles. 

26. 6^'"^ cas. Le cylindre asymptote se reduit ä deux plans 
coincidents et ä Vinfini. 

Si Ton se reporte a Tequation generale (30.), on voil que ce cas se 
presentera lorsque la direction asymptotique G sera une ardte triple du cöne 
C et une ardte double pour le cöne y«_i {x, y, «) = 0. 

On a alors, d'apres les equations (37.), (38.), (39.): 

^ = 0, /? = 0, C = 0; ^1 = 0, Äi = 0; 

\aa^+Sbx'y+Scxy'+dy'+t{a,x'+2b,xy+c,f)+e^^ 

= 0; 
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Les tangentes inflexionnelles se redaisent ä trois groupes de deux droites 
coincidentes situees dans le plan a rinfini et dans les trois plana tangents au 
cöne C suivant Taröle triple G. 

Le plan des xa peut ötre regarde comme an plan quelconque parallele 
a la direction asymptotique ; son intersection avec la snrface est 

la direction asymptotique 2^ = ou Taxe des z correspond a un point double; et^ 
en posant t^kx, on trouve pour requation des tangentes en ce point double 

ft' = 0, ou ^ = 0. 
Donc: 

Lorsque le cylindre asymptote se reduit ä deux plans confondua avec 
le plan de tinfini, un plan quelconque paralldle ä la direction asymptotique 
coupe la sur face suivant une courbe ayant un point de rebroussement ä Finfini, 
la tangente de rebroussement est ä Finfini dans le plan asymptote; on a ainsi 
un point de rebroussement plan, mais le plan de rebroussement 
est ä Finfini. 

Le plan ä Vinßni coupe la surface smeant une courbe ayant um point 
triple en I, les tangentes en ce point sont les intersections par le plan ä tn^ 
fini des trois plans tangents au cöne C suivant FarSte triple G. 

27. Remarque I. U peut arriver, dans le cas d'un point double a 
Tinfini sur la surface, que la surface ^ (36.) se r^dnise a un cöne, on bien u 
un cylindre non parallele a la direction asymptotique ; mais ceci ne se presentera 
que pour certaines positions particulieres des tangentes inflexionnelles, lorsque, 
par exemple, plusieurs de ces tangentes se confondent, ou s'eloignent a Tin- 
fini, etc. . . . Nous obtiendrions alors des Varietes du point double renfermees 
dans les cas particuliers que nous venons d'etudier; mais nous devons laisser 
de cöte cet examen qui allongerait demesurement cette discussion deja fort 
etendue. D^ailleurs les bypotheses que nous avons parconrues nous ont donne 
les cas generaux de la discussion des points doubles; ces cas doivent evidemment 
correspondre aux formes speciales que peut presenter le cylindre asymptote. 
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Cependant il est imporlant de remarquer qve, dans le cas d^on point 
double 9 la snrface 2 ne peut pas se röduire a un ci/ündre parallele ä la 
directian asymptotique. Car^ prenaDt la direction asymptotiqne pour axe des 
z et faisant usage de requation (39.)? on devrait avoir 

^=0, 5 = 0, C = 0; ^ = 0, Äi = 0; ^ = 0. 
L^equation (38.) da cylindre asymptote se redairait, dans ce cas, ä une identite; 
par suite, on conclurait de Teguation generale (30.) 

^9^""^' 'W" ' "öT""" ' öSd?""^' dadr"^' dßdy"^' 
%^ = 0, %^ = 0, -^-0; 9..,(a,/?,y) = 0; 

et on Yoit alors, par requation (6.), que fe J90tii< / ä Finfini serait un point 
Mple de ia surface. 

28. Remarquell. La discussion des points multiples d'ordre superieur 
au second serait excessivenient compliquee; eile exigerait d^ailleurs, pour ötre 
complete, des notions plus etendues que Celles que nous possedons sur les 
courbes et les surfaces d'ordre superieur. 

Je me contenterai de signaler les cas suivants, pour montrer comment 
la methode analytique se prdte avec facilite ä Tetude et a la discussion des 
points a Tinfini. 

P. Les fonctions (p^ et (p^^i sont respeclwement de la forme 



(40.) , 

\ Vm^i{x, y, ») = f{x, y, z)xp{x, y, ä). 

Considerons une direction asymptotiqne {ct,ß,y) situ^e sur le cöne 

f{x, y, a) = 0, de sorle que f{a, /5f, y) = ; 

le point a Tinfini correspondant ^— = -^ = — ,/ = 0) est un point double de 
la surface; le cylindre asymptote (30.) a pour equation 

Cette eqaation represente deox plans paralleles, le point double est, par suite, 
an point de rebronssement conique donl Taxe est ä Tinfini [n°. 23]. 
Donc chaque point de la coarbe ä Tinfini 

20* 
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est un poinl double de la surface: ce soiil des poinis de rebroussconent 
couique dont l'axe est n rinfmi. 

Poor les direclions asymplotiques, intersections des deux eones 

les points de la coiirbe sont des poinis de rebroussenienl de la nature 
de ceux qui ont ete eludies au [n". 25], car alors le cylindre asymptote 
se conipuse de deux plans dont un est a rinfini. 
ir. Vequalion de la surface U est de la forme 

(42.) [fix,y,z)rA'tip„^,ix,y,!s) + '- = 0; 

de sorle que, si q esl le degre de ficc^y^z)^ on a 

pq -= m; 

nous supposons. en oulre, que la fonction 9>«-i(ar, y, a) n^admet pas en factear 
la fonction fix, y^ s). 

Considerons une direction asymptotique G{a^ß,y) satisfaisant a la 
relation 

f{a,ß,Y) = 0; 

le poinl a rinfini / (-~ = -^ = — , / = o) esl un poinl simple de la surface, 
le plan asymptote correspondant est a Tinfini. 

Pour mieux connaitre la nature du contact en un tel poinl, etudions 
la seclion de la surface par un plan quelconque passant par le poinl ly c. a. d. 
parallele ä la direction asymptotique G. On peut supposer que celte direction 
soit prise pour axe des &, alors 

Le plan des xz ou j^ = peut dtre regarde comme un plan quelconque paral- 
lele a la droile G; la section de la surface par ce plan a pour equation 

la direction asymptotique a;^0 ou Taxe des j5 correspond a un point simple; 
et si Ton pose t = kx^ on a 

Pour avoir la tangente, il faul egaler a zero le coefficient de x^T^^y ce qui 
donne ft = 0; le premier membre de Tequation precedente est alors divisible 
par af; rasymptoie, laquelle esl u Tinfini, a donc avec la courbe un contact 
du (p-l)^"" ordre. 
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Si dans la valeur (1^) de f(x,y^%) on suppose a=:0, le plan des 
xz est alors tangenl au cöne [{x^y^i) des directions asymploliques ; la section 
par le plan y = a, dans ce cas, pour equation 

la direction asymplotique j: = ou Taxe des z correspond a un point simple; 
et, si Ton pose l^kx, on a 

Pour avoir la langenle, il faut egaler ä zero le coefficicnt de icjs*"^, ce qui 
donne /r=:0; le premier membre de Tequation precedenle est alors divisible 
par x^^; Tasyroptote, laquelle est a Tinfini, a donc avec la courbe un contact 
du (2p -l)*"** ordre. 
Ainsi: 

Lorsque Tequation de la surface se presente sous la forme (42.), le 
plan ä Tinfini est un plan tangent multiple et touche la surface suivant 
la courbe a Tinfini 

en chaque point de ceUe courbe, le contact du plan a Tinfini avec la 
surface est du (;;— 1)'"" ordre. Car, si nous considerons un de ces points, 
/ par exemple, un plan quelconque passant par le point / coupe la sur- 
face suivant une courbe pour laquelle le point / est un point simple ä 
Tinfini, et la tangente ä la courbe en ce point, laquelle tangente est 
aussi a Tinfini, a avec la courbe un contact du (/?— 1)'"*'' ordre; donc le 
plan a Tinfini est tel que toutes les droites, situees dans ce plan et 
passant par /, c. a. d. paralleles a la direction asymptotique G, rencontrent 
la surface en p points coincidant avec le point /. 

Le plan tangent au cöne f{x, y^i)^0 suivant Taröte G coupe la 
surface suivant une courbe pour laquelle le point / est un point simple 
a rinfini; la tangente ä la courbe en ce point, tangente qui est eile- 
möme a Tinfini, a avec la courbe un contact du (2/?—l)^"*'' ordre, c. a. d. 
rencontre la surface en 2p points coincidant avec le point /. 
IIP. V equation de la surface est de la forme 

(43.) (p^{x,y,z) = r. 

Toos les plans asymptotes enveloppent le cöne 
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Si noms cOTsderow mmt geMntrice qMlcoBqoe G ie ee cöne, par^^exemple, 

et si nois cherchoas soa utenedion mree la sorface, on trouve 

P"V«(«,Äy) = r, OQ r = 0; 
doBc cette iroHe reacontre la sarface en ai poiats coiocidant avec le point / 
a nalai (— = i = — .| = o\ 

Oa Toil^ par Te^aatioa (6.)^ qa^aae droite qaelconqae parallele ä la 
feaefalrice 6 ae reacoatre la sarface qa'ea aa seal poiat a l'infini. 

Poar etaifier la aatare da coatad aa poiat t, prenous la direction 
asyviptoti^e poar axe des a et le j^aa taageat aa cöae poar plaa des xz, 
de softe ^e 

La sedioa par le j^n asyaptote oa f = a poar eqaaüon 

• • +Ar^a— *}-r = 0; 

la dir^cKoa as^-aiptoti^ae x = oa Taxe des a correspond a ud point double ; 
le$ deax taai^les so coafoadeat arec Taxe des a; et, poor 0^ = 0, le premier 
aiMiKre de Te^aatioa est diTisiUe parr; c. a. d. qae le contact et da (m—2)^'' 
onlrt^ 

La sectioa par aa plaa qaelcoafae passaat par la generatrice G, c. a. d. 
par le plaa x — qai peat Mre coasid^re comme tel, a pour eqaation 

la dirtK'tioa a»Y«iplotM|ae f = oa Taxe des a correspond a an point simple ; 
0) ^ l\m p^vw" jf TZ2 kt^ oa troave poar detenniner la tangente Jr = 0, et le 
pr^Niier weaibrt^ e$l alors di^isible par r. 

L« ^vlioa par ua plan qaelconqae parallele au plan asymptote, par le 
plan y kt par exeaiple^ a poar eqaation 

^^^ f ,.4x^ ' 3ÄAxlr(Vl*>'^+ **<»•"" -r = 0; 
ou, oa ordoananU 

x\^- . .U- '^^-M,^- + 3ßÄxa'^+W»"^*)+#'(-) + - = 0; 
U liu^H'tuui «:i) aipUUiqtte x — correspond a an point simple; et, en posant 
I 4.i\ \Mi liH^avo 1« lanift^ate en ^j^Iant a lero le coefScient de xz"^^, ce qui 
^Unuio k' iK Ol lo prt'wier laeaibre est diTisible par x%* Tasymptote est donc 
j^ liMAui ot a a\«H> la tn^arbe aa contaci da premier ordre. 
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Un plan quelconqae parallele au plan des yz, x^lU = par exemple, 
peut ötre regarde comme an plan quelconque parallele ä la gen^raUrice G; la 
section de la snrface par ce plan a ponr öquation 

ou, en ordonnant, 

(•••+6y»"-*)+<(---+2fiÄy»"""')+<'(---+^*»**')+<'(--0+- = 0; 

la direction asymptotique y = correspond a un point simple; si Ton pose 
y = lty on trouve ponr determiner la tangente 1 = 0^ et le premier mcmbre 
de requation devient divisible par f^ seolement. 
Ainsi: 
Lorsque requation de la surface est de la forme 

Vm(x,y,i) = r, 
tous les plans asymptotes enveloppent le cöne 9>«(a:^ y>«) = 0. 

Une generatrice quelconque G de ce cöne rencontre la surface en 

m points coincidents a Tinfini. 

Si nous considerons le point / a Tinfini sur la generatrice Gy on constate que: 

Le plan asymptote en / coupe la surface suivant une courbe ayant 

un rebroussement en /; la tangente de rebroussement, ou la generatrice 

G, a avec la courbe un contact du (m— 2)*"* ordre. 

Un plan quelconque parallele au plan asymptote coupe la surface 
suivant une courbe passant par le point I, lequel est un point simple de 
. la courbe; Tasyroptote, qui est a Tinfini parallele a la generatrice G, a 
avec la courbe un contact du premier ordre. 

Un plan quelconque passant par la generatrice G coupe la surface 

suivant une courbe passant par le point I, qui est un point simple; la 

tangente en ce point simple est la generatrice G, laquelle a avec la 

courbe un contact du (m—l )*'"'' ordre. 

Tout plan parallele ä la generatrice G coupe la surface suivant une 

couii)e pour laquelle le point / est un point simple; la tangente est Tinter- 

section du plan söcant avec le plan asymptote, le contact est du premier ordre; 

cette droite, situee dans le plan asymptote et parallele a la generatrice G, 

ne rencontre donc la surface qu'en deux points coincidents; et, par suite, le 

plan asymptote n'a avec la surface qu*un contact du premier ordre. 

lY^. Je terminerai par Vexamen du cos oü la surface pos$^de une 
droite double ä Finfini. 
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L'equation de la sarface est alors de la forme 

(45.) (^a?+%+fo)>(a:,y,Ä)+/(^a:+Äy+CÄ)v<a?,y,«)+/V«-^ - 0. 

Un plan quelconque passant par la droite a Tinfini 

(D) P = ^x+5y + C« = 0, i = 0, 

par exemple 

Ax + BiJ^'C^ = U, 

rencontre la surface suivant deux droitcs coiiicidant avec la droite D a Tin- 

fini, car le prcmier membre de requalion est divisible par t'^y quel que soit l; 

la droite D est donc une droite double, 

^our une direction asymptotique quelconque {o^ß^y) parallele au plan 

P, c. ä. d. teile, que Ton ait 

Tequation du plan asymptote se reduit ä une idenlilc ; et le cylindre asymplote 
(30.j a pour equation 

ip{a,ß,Y)[Ax + By^'Ci\' + txp{a,ß,y)[Ax+By-^Cz]^'t'ip^^^^^^ 

Les conclusions enoncees au n''. 28. Remarque II, P sont applicables ici; 
c. ä. d. que tous les points de la droite D sont des points de re- 
broussement conique dont Taxe est ä Tinfini; les (iii—2) points silnes 
sur les droites d'intersection du plan P avec le cöne ip {x^ y, s) sont des 
points de rebroussement de la nature de ceux qui onl ete eludies au n*". 25, 
le cylindre asymptote se compose alors de deux plans dont un est a 
finfini. 

On constale sans difTiculte, en prenant le plan P pour plan des xz par 
exemple, que: 

la section de la surface par le plan P se compose de deux fois la droite 

ä Pinfini D et d'üne courbe d'ordre (w— 2); 

la section de la surface par un plan quelconque parallele au plan P se 

compose de la droite D et d'une courbe d'ordre (m— 1); 

la section de la surface par un plan quelconque a un point double ä 

Tinfini au point oü le plan secant rencontre la droite D, la direction 

asymptotique est Tintersection du plan P avec le plan secant; et les 

deux tangentes sont les interseciions du plan secant avec le cylindre 

asymptote correspondant a cette direclion asymptotique. 

Douai, 1864. 
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lieber das Verschwinden der ^-Functionen. 

(Von Herrn B. Riemann zu Göttingen.) 



jLrie zweite Abtbeilnng meiner im 54**^° Bande dieses Journals er- 
schienenen Theorie der Abelschen Functionen enthalt den Beweis eines Satzes 
Aber das Verschwinden der ^-Functionen, welchen ich sogleich wieder an- 
fahren werde, indem ich dabei die in jener Abhandlung angewandten Bezeich- 
nungen als dem Leser bekannt voraussetze. Alles in der Abhandlung noch 
Folgende enthält kurze Andeutungen Ober die Anwendung dieses Satzes, 
welcher bei unserer Methode, die sich auf die Bestimmung der Functionen 
durch ihre Unstetigkeiten nnd ihr Unendlichwerden stfitzt, wie man leicht sieht, 
die Grundlage der Theorie der Abelschen Functionen bilden muss. Bei dem 
Satze selbst und dessen Beweise ist jedoch der Umstand nicht gehörig be- 
rflcksicbtigt worden, dass die ^-Function durch die Substitution der Integrale 
algebraischer Functionen Einer Veränderlichen identisch, d. h. für jeden Werlh 
dieser Veränderlichen, verschwinden kann. Diesem Mangel abzuhelfen ist die 
folgende kleine Abhandlung bestimmt. 

Bei der Darstellung der Untersuchungen Aber i^- Functionen mit einer 
unbestimmten Anzahl von Variablen macht sich das BedOrfniss einer abkflr- 
zenden Bezeichnung einer Reihe, wie 

geltend, so bald der Ausdruck von «^ durch y complicirt ist. Man könnte 
dieses Zeichen ganz analog den Summen- und Productenzeichen bilden; eine 
solche Bezeichnung würde aber zu viel Raum wegnehmen und innerhalb der 
Funclionszeichen unbequem für den Druck sein; ich ziehe es daher vor 

i?i, Ü2, •.., €. durch [^{e^)) 
n bezeichnen, also 

^{Pi^^2^*"^^f) durch ^{^(i^r))* 

1. 
Wenn man in der Function ^(vnra^.-M^p) ^ die p Veränderlichen 
€ die p Integrale tii— ei, «2—62, ..., ^p^^p algebraischer wie die Fläche 
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T verzwei^er Functionen von & substituirl, so erhalt man eine Function von 
J5^ welche in der ganzen FlSche T ausser den Linien b sich stetig ändert, beim 
Uebertrilt von der negativen auf die positive Seile der Linie b^ aber den 
Factor ^"" "»''"**»' + ^»' erlangt. Wie im §. 22 bewiesen worden ist, wird 
diese Function, wenn sie nicbt für alle Werf he von ss verschwindet, nur für 
p Funkte der Fläche T unendlich klein von der ersten Ordnung. Diese Punkte 
wurden durch ^/i, rjn^ . . ., r/^ bezeichnet, und der Werth der Function u^ im 
Punkte 7/^ durch a\fK Es ergab sich dann nach den 2p Modulsystemen der 
1?- Function die Congruenz 

(1.) (e,,6,,...,e^)--(iM^^+7fni«^''^^^^ 

worin die Grössen K von den bis dabin noch willhfirlichen additiven Con- 
stanlen in den Functionen u abbingen, aber von den Grössen e und den 
Punkten tj unabhängig waren. 

Führt man die dort angegebene Rechnung aus, so findet sich 

In diesem Ausdrucke ist das Integral /lut+Uy)dUy, positiv durch 6^. auszu- 
dehnen, und in der Summe sind für v' alle fahlen von 1 bis p ausser r zu 
setzen; £k = ±1, je nachdem das Ende von ly auf der positiven oder negativen 
Seite von a^ liegt, und £^ = ±1, je nachdem dasselbe auf der posiliven oder 
negativen Seite von b^ liegt. Die Bestimmung der Vorzeichen ist übrigens 
nur nöthig, wenn die Grössen e nach den in §. 22 gegebenen Gleichungen 
aus den Unstetigkeiten von log^ völlig bestimmt werden sollen; die obige 
Congruenz (1.) bleibt richtig, welche Vorzeichen man wählen mag. 

Wir behalten zunächst die dort gemachte vereinfachende Voraussetzung 
bei, dass die additiven Constanten in den Functionen u so bestimmt werden, 
dass die Grössen K sämmtlich gleich Null sind. Um die so gewonnenen Re- 
sultate schliesslich von dieser beschränkenden Voraussetzung zu befreien, hat 
man offenbar nur nöthig, überall in den i9- Functionen zu den Argumenten 
— Äj, — /iTj^ ...9 — Äp hinzuzufügen. 

Wenn also die Function ^^(wi— 61,112 — 02,..., «^—6^) für die.p Pnnkte 
Vi'i ^2 9 • • ••) Vp verschwindet und nicht identisch für jeden Werth von z ver- 
schwindet, so ist 

(e,, 62, ...,6p) ^'^ (-f«i ,-i«/,...,^a;'). 
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Dieser Satz gilt fflr ganz beliebige Werthe der Grössen e, and wir 
haben hieraus, indem wir den Punlit {s^ 3) mit dem Punkte rj^ zusammenfallen 
Hessen, geschlossen, dass 

oder da die i9- Function gerade ist, 

welches auch die Punkte 17, , rj^^ . . . , ?7^_, seien. 

2. 

Der Beweis dieses Satzes bedarf jedoch einer YervoIIstfindigung wegen 
des Umstandes, dass die Function i9^(tii — «i, «a—e^, ..., iip— ^p) identisch ver- 
schwinden kann (was in der That bei jedem System von gleich verzweigten 
algebraischen Functionen fflr gewisse Werthe der Grössen e eintritt.) 

Wegen dieses Umstandes muss man sich begnflgen, zunächst zu zeigen, 
dass der Satz richtig bleibt, während die Punkte 17 unabhängig von einander 
innerhalb endlicher Grenzen ihre Lage ändern. Hieraus folgt dann die all- 
gemeine Richtigkeit des Satzes nach dem Principe, dass eine Function einer 
complexen Grösse nicht innerhalb eines endlichen Gebiets gleich Null sein 
kann, ohne fiberail gleich Null zu sein. 

Wenn z gegeben ist, so können die Grössen 6, , e^ , . . . , e^ immer so 
gewählt werden, dass i9^(ii|— C|,ii2 — ^2^ ••.9«^^— ^p) nicht verschwindet; denn 
sonst mfisste die Function 1^(^1,92, ...,^p) für jedwede Werthe der Grössen 
« verschwinden, und folglich rofissten in ihrer Entvicklung nach ganzen Po- 
tenzen von e *, e % ..., e ** sämmtliche CoefGcienten gleich Null sein, was 
nicht der Fall ist. Die Grössen e können sich dann von einander unab- 
hängig innerhalb endlicher Grössengebiete ändern, ohne dass die Function 
^(ii,--Ci,»2--e2,...,ttp— ^p) für diesen Werth von « verschwindet. Oder mit 
anderen Worten: man kann immer ein Grössengebiet E von 2p Dimensionen 
angeben, innerhalb dessen sich das System der Grössen e bewegen kann, ohne 
daas die Function ^(«i — ei, Uj — e,, ...,iip— e^) für diesen Werth von j5 ver- 
schwindet. Sie wird also nur für p Lagen von (s, s) unendlich klein von der 
ersten Ordnung, und bezeichnet man diese Punkte durch ^1, ^2-» • • -9 ^/p^ so ist 

(1.) (6„e„...;e,) - (i«r\iar,...,i«i''V 
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Jeder BestimmuDgs weise des Systems der Grössen e innerhalb E oder jedem 
Punkte von E entspricht dann eine Bestimmungsweise der Punkte tj, deren 
Gesammtheit ein dem Grössengebiete E entsprechendes Grössengebiet H bildet. 
In Folge der Gleichung (1.) entspricht jedem Punkte von H aber auch nur 
ein Punkt von E; hätte also H nur 2/? — 1, oder weniger Dimensionen, so 
wOrde E nicht 2p Dimensionen haben können. Es hat folglich H 2p Dimen- 
sionen. Die Schlüsse, auf welche sich unser Satz stützt, bleiben daher an- 
wendbar für beliebige Lagen der Punkte rj innerhalb endlicher Gebiete, und 
die Gleichung 

gilt für beliebige Lagen der Punkte r^^^ i^a, . . , Vp-i innerhalb endlicher Ge- 
biete und folglich allgemein. 

3. 
Hieraus folgt, dass sich das Grössensystem (^1,62, ...,e,) immer und 

nur auf eine Weise congruent einem Ausdrucke von der Form {v\^a^^jj 

setzen Ifisst, wenn ^( v(w,.~e,)) nicht für jeden Werth von z verschwindet; 

denn Hessen sich die Punkte 971, 172, . . ., 17, auf mehr als eine Weise so be- 
stimmen, dass der Congruenz 

(?<'-') - (;(^- ■)) 

genügt wfire, so würde nach dem eben bewiesenen Satze die Function 
^f v(tf,— e,)) für mehr als p Punkte verschwinden, ohne identisch gleich 
Null zu sein, was unmöglich ist. 

Wenn f^i^iu^—ey)] identisch verschwindet, muss man, nm (»(aj j 

in die obige Form zu setzen, ^Iviu^+al^^ — u^^^—e^)] betrachten, und wenn 
diese Function identisch für jeden Werth von z^ ^1, «1 verschwindet, die 
Function f}(^v{^, + l'a[''^^^u';'-e,)\ 
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Wir nehmen an, dass 

^(^j(i«r-'"-"i«r"^-0) 

(1.) ( identisch verschwindet, 

*(!(S'.r-'-i«;'-'-e.)) 

\ aber nicht identisch verschwindei. 
Diese letztere Function verschwindet dann, als Function von ^^^.i betrachtet, 
für e^^i, €p.29 •••9 ^p-^9 ausserdem also noch für p — m Punkte, und bezeichnet 
man diese mit rji^ ^2, ..., rj^^^^ so ist 

und diese Punkte 171, 17^9 ...^ "»ip.^ können nur auf eine Weise so bestimmt 
werden, dass diese Congruenz erfällt wird, weil sonst die Function für mehr 
als p Punkte verschwinden wfirde. Dieselbe Function verschwindet, als 
Function von Zp^i betrachtet, ausser für ly^+i, 17^, . . ., rjp^m-^i noch für p^-m—l 
Punkte, und bezeichnet man diese durch «i, €29 • • •? ^p-^-i'i ^ ist 

und die Punkte «i, «^^ • • -9 ^p-^^i sind durch diese Congruenz völlig bestimmt. 
Unter der gemachten Voraussetzung (1.) können also, um den Congruenzen 



und 



(2.) (?(e.)) ^ (!(i„t")) 

(3, (et-.,) . (J(?.;".)) 



zu genügen, m von den Punkten rj und m— 1 von den Punkten £ beliebig ge- 
wühlt werden, dadurch aber sind die übrigen bestimmt. Offenbar gelten diese 
Sfitze auch umgekehrt, d.h. die > Function verschwindet, wenn eine dieser 
Bedingungen erfüllt ist. Wenn also die Congruenz (2.) auf mehr als eine 
Weise lösbar ist, so ist auch die Congruenz (3.) lösbar, und wenn von den 
Punkten r^, m aber nicht mehr beliebig gewühlt werden können, so können 
von den Punkten e, m—\ beliebig gewählt werden und dadurch sind die 
übrigen bestimmt, und umgekehrt. 
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Auf ganz ähnlichem Wege ergiebt sich, dass, wenn 

^(?(o) = 

ist) die Congruenzen 

(4.) (Jw) ^ (?Cf>>)), 



(5.) (Jc-rj) -^ (I(?.;")) 



immer lösbar sind ; und zwar können sowohl von den Punkten tj als von den 
Punkten s, m beliebig gewählt werden, und es sind dadurch die flbrigen p— 1— m 
bestimmt, wenn 

*(e(i.r-i.r+rO) 

identisch gleich Null ist, 

*(!Ci>--i>+r.)) 

aber nicht identisch gleich Null ist, wobei der Fall m = nicht ausgeschlossen 
ist. Dieser Satz iSsst sich auch umkehren. Wenn also von den Punkten 7/^ 
ift und nicht mehr beliebig gewählt werden können, so ist die Voraussetzung 
desselben erfalll; und es können folglich auch von den Punkten b, m und nicht 
mehr beliebig gewählt werden. 

4. 

I Bezeichnen wir die Derivirte von 

nach Cy mit i^'^y die zweite Derivirte nach Vy und «^ mit &y^^ u. s. f., 
so sind, wenn S^{v(u^y^--ai^^ + ry)] identisch für jeden Werth von »i und ^i 

verschwindet, sammtliche Functionen ^'(v(iv)] gleich Null. In der That geht 
die Gleichung 
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wenn Sg and »i unendlich wenig von Og und ^i verschieden sind, aber in 
die Gleichung 



i*,(jw) 

Nehmen wir an, dass 



J:»Ay(r,)}da';' = 0. 



°"" "~ df 



sei, 80 verwandelt sich diese Gleichung nach Weglassung des Factors ^-,,^ ^. in 

So, 



i^;(;(o)y.(ai,^0 = 0; 



und da zwischen den Functionen <p keine lineare Gleichung mit constanten 

Coef&cienten stattfindet, so folgt hieraus, dass sämmtliche erste Derivirten von 
P 

t9^(f?i , f?2 9 • . , <?,i) für ^ (<^v = ^y) verschwinden mfissen. 

Um den umgekehrten JSatz zu beweisen, nehmen wir an, dass 

P P 

y(f?y = r^) und v(f?,. = <y) »wei Werthsysteme seien, für welche die Function 

i i 

P P 

& verschwindet, ohne für y(f?y = «^*^— «J'^+r^) und v{f>^=^ui^^—ai^^+ty) iden- 
tisch zu verschwinden, und bilden den Ausdruck 



(2.) 



*(J(«^'>-«i'>+o) ö(k4'' -«S'^+«v)) 



Betrachten wir diesen Ausdruck als Function von ^i, so ergiebt sich, dass 
er eine algebraische Function von ^i und zwar eine rationale Function von Si 
und 3i ist, da Nenner und Zähler in T' stetig sind und an den Querschnitten die- 
selben Factoren erlangen. Fflr «i = Ci und $i = Oi werden Nenner und Zfihler 
unendlich klein von der zweiten Ordnung, so dass die Function endlich bleibt; 
die abrigen Werlhe aber, für welche Nenner oder Zfihler verschwinden, sind, 
wie oben bewiesen, durch die Werthe der Grössen r und der Grössen t völlig 
bestimmt, also von Ci ganz unabhfingig. Da nun eine algebraische Function 
durch die Werthe, für welche sie Null und unendlich wird, bis auf einen 
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constanten Factor bestimmt ist, so ist der Aasdmck gleich einer rationalen 
von ^1 unabhängigen Function von Si und js^ JCC^n^O^ multiplicirt in eine 
Constanle, d. h. eine von sig unabhängige Grösse. Da der Ausdruck symme- 
trisch in Bezug auf die Grössensysteme (si^Zi) und (cTi, ^i) ist, so ist diese Gon- 
stante gleich xi^i'i ^i)? moItipHcirt in eine auch von ^i unabhängige GrOsse A. 
Setzt man nun }^A.x{9y ») = Qi^y i)^ so erhält man für unsern Ausdruck (2.) 
den Werth 

(3.) e(*i,Äi)e(ai,Ci) 

wo (>(<5a) eine rationale Function von s und z ist. 

Um diese zu bestimmen, hat man nur nöthig ^i =^ Zi und Oi = s^ werden 
zu lassen; es ergiebt sich dann 









£»,f^iK^i^V 



M 



oder nach Ausziehung der Quadratwurzel und Weghebung des Factors ^„^ ' — r- 



(4.) C»(*n»i) = ± 



Man hat daher ans (3.) and (4.) die Gleichung 



(5.) 



Auf diefer Gleichang folgt, dass *rj(i«l"-aj"+rjj fflr Jeden Werth 
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von Si und ^i gleich Null sein muss, vrenn die ersten Derivirten der Fonction 

P 

^(ri,D29««-9^i») ^^ ^{Pr = rr) sSmiotlich verschwinden. 

5. 

Wenn 



(1.) ^(!(l«c.)^l«W+r,)) 



identisch, d. h. für jedwede Werthe von f^io^,^^) und #*(*;,, »^)$ ver- 
schwindet, so findet man auf dem oben angegebenen Wege zunächst , indem 
man ^ = ft..^ <7» = ^«» werden iSsst, dass die ersten Derivirten der Function 

i^(ri, ©29 -.M^i») för ^\pr=^ £ct^^--<2f^^+r^) sSmmtlich verschwinden, dann, 
indem man S»>i — «i».!, c^i»-i — ^»..i unendlich klein werden iSsst, dass für 
p{^e^=s £ a^^-'^nlf^+ry) Buch die zweiten Derivirten simmtlich ver- 
schwinden; und offenbar ergiebt sich allgemein, dass die Derivirten it*"^ Ord- 

nung sfimmtlich verschwinden für ^[f>^=^ JSa^^— S^J'^-^-r^j^ welche Werthe 

auch die Grössen » und die Grössen ^ haben mögen. 

Es folgt hieraus, dass unter der gegen wSrtigen Voranssetzung (1.) fflr 
P 

v{e^ = fy) die ersten bis m^"" Derivirten der Function ^(ei, «2, • . . , r,) sfimmtiich 
1 
gleich Null sind. 

Um zn zeigen, dass dieser Satz auch umgekehrt gilt, beweisen wir 
zunächst, dass wenn &iv(JSai^^--2! ti^^+O ) identisch verschwindet und die 

Grössen ^•>U(r^)J sSmmtlich gleich Null sind, auch ^y(JaJ^>- Jiit^>+r^ )j 

identisch verschwinden muss und verallgemeinern zn diesem Zwecke die 
Gleichung ($. 4, (5.)). 

Wir nehmen an, dass &\v(£u^^-£a^^+r^U identisch verschwinde, 
9fy(i:ti^>-Jo^>+^)J aber nicht identisch verschwinde, behalten in Bezug 
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anf die Grössen t die frflhere Voraussetzung bei und betrachten den Ausdruck 

In diesem Ausdrucke sind unter den Produetzeichen sowohl für g^ als für q' 
sdmmtliche Werthe von 1 bis m zu setzen, im Zähler aber die Fälle, wo 
p = p' würde, wegzulassen. 

Betrachten wir diesen Ausdruck als Function von ^i, so ergiebt sich, 
dass er an den Querschnitten den Factor 1 erlangt und folglich eine alge- 
braische Function von Zi ist. Ffir «i = ^^ und Si = a^ werden Nenner und 
Zähler unendlich klein von der zweiten Ordnung, der Bruch bleibt also end- 
lich ; die übrigen Werthe aber, für welche Zähler und Nenner versch^vinden, 

171 

sind durch die Grössen (^{s^,^^)^ die Grössen r und die Grössen ty wie oben 

($. 3) bewiesen, völlig bestimmt, und folglich von den Grössen ^ ganz un- 
abhängig. Da der Ausdruck nun eine symmetrische Function von den Grössen 
:s ist, so gilt dasselbe für jedes beliebige s^ : er ist eine algebraische Function 
von A^y und die Werthe dieser Grösse, für welche er unendlich gross oder 
unendlich klein wird, sind von den Grössen ^ unabhängig. Er ist daher gleich 
einer von den Grössen ^ unabhängigen algebraischen Function der Grössen 
^9 ;((^i,i52, ...^Sm)? niultiplicirt in einen von den Grössen 3 unabhängigen 
Factor. Da er aber ungeändert bleibt , w enn man die Grössen i mit den 
Grössen 'Q vertauscht, so ist dieser Factor gleich x(Cn C?) ••m^J? multiplicirl 
mit einer von den Grössen z> und den Grössen 'Q unabhängigen Gonstanten A; 
und wir können daher, wenn wir y-4.;c(Äi,»29- -9««) = V^C^M^a^--)»») setzen, 
unserm Ausdrucke (2.) die Form 

(3.) V^(«i,Ä2,...,ÄjV^(^n?2,...,S«) 
geben, wo v^(fti,S2, ...,0 eine algebraische von den Grössen C unabhängige 
Function der Grössen i ist, welche in Folge ihrer Verzweignngsart sich rational 

m 
tn f^(s^,i^) ausdrücken lassen muss. Lässt man nun die Punkte tj mit den 

Punkten i zusammenfallen, so dass die Grössen Cx,— »« «nd die Grössen c;^— f« 
^Amnillich unendlich klein werden, so ergiebt sich, wenn man die Derivirlen 
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von '^(ri,f?2, ...,!>,) wie oben ($.4, (1.)) bezeichnet, 



(4.) V(«n»2»"-,«J = ± 



It^^ V—P , fP \ , ^ 

^=1 r=| \j J 



WO die Siimmationen im Zähler sivh auf V|, v,, ..., v^ beziehen. Es ist 
kaum nöthig zu bemerken, dass die Wahl des Vorzeichens gleichgültig ist, 
da sie auf den Werth von V'C^m^.»^ • -^OV^C^i^ S29 •••^^«) keinen Einfluss 
hat, und dass statt der Grössen du\^\ du^\ . .., d^^^ auch, im Zahler und 
Nenner gleichzeitig, die ihnen proportionalen Grössen yi(*^,Ä^), V^is^^^ft)^ •••^ 
<PpiSf,ji^) eingeführt werden können. 

Aus der in (2.)* (3.) und (4.) enthaltenen Gleichung, welche für den 
Fall bewiesen ist, dass 

gleich Null und 

^(j(li|0'>--ia?'>+r.)) 

von Null verschieden ist, folgt, dass 

nicht von Null verschieden sein kann, wenn die Functionen ^^"M »'(r^) j simmt- 
Uch gleich Null sind. 

Wenn also die Functionen ;?^-+'^f v(rj j sämmtlich gleich Null sind, 
so folgt aus der Gültigkeit der Gleichung 

für 11 = 1» ihre Gültigkeit für « = «1+1. Gilt daher die Gleichung für » = 
oder ist &(v(ry)) = und verschwinden die ersten bis m**'" Derivirten der 

Function ^(v(rj] für v (r, = r^) sämmtlich, die («1+1)**" aber nicht sämmtlich, 

22 ♦ 
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30 gilt die Gleichimg auch für alle grösseren Werthe von n bis usfli^ aber 

nicht fÄr ii = jii+l} denn aus ^U(SV^-'^a5->+r^n==0 würde, wie wir 

vorher schon gefunden hatten, folgen, dass die Grössen &^''^^^{if{ry)j sflmmtlich 
verschwinden mOssten. 

6. 

Fassen wir das eben Bewiesene mit dem Frfiheren zusammen, so er^ 
halten wir folgendes Resultat: 

Ist t^(ri, fj, ..., fp) =0, so lassen sich (/>—!) Punkte i^i, Ji2^ . • ., V-i 
so bestimmen, dass 

(r,,r,,...,r,) = ("f >>, 2V, • • . , Sa^-)); 

und umgekehrt. 

Wenn ausser der Function t9(ei,r2, ...,^i») ^^^^ ibre ersten bis m*** 
Derivirten fBr ©i = n, ©2 = ra, . . . , e^ = r, sämmtlicb gleich Null, die (m +!)'•■ 
aber nicht sSmmtlich gleich Null sind, so können m von diesen Punkten tj, 
ohne dass die Grössen r sich Andern, beliebig gewählt werden und dadurch 
sind die flbrigen p-^l— m völlig bestimmt. 

Und umgekehrt: 

Wenn m und nicht mehr von den Punkten ij, ohne dass sich die 
Grössen r ftndern, beliebig gewählt werden können, so sind ausser der Function 
^(ei,e2, .-.^t^p) anch ihre ersten bis m'" Derivirten farei = ri, e2 = r2, ..., 
^p^r^ sämmtlich gleich Null, die (m+l)'*" aber nicht sfimmtlich gleich Null. 

Die vollständige Untersuchung aller besonderen Fälle, welche bei dem 
Verschwinden einer t^- Function eintreten können, war weniger nöthig wegen 
der besondem Systeme von gleichverzweigten algebraischen Functionen, für 
welche diese Fälle eintreten, als vielmehr desshalb, weil ohne diese Unter- 
suchung Lücken in dem Beweise der Sätze entstehen würden, welche auf 
unsem Satz über das Verschwinden einer ^-Function gegründet Werden. 

Göttingen, im October 1865. 
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Regel zur Bestimmung des Inhalts der 
Stempolygone. 

(Bruchstück aus den hmterlassenen Papieren von d G. J. Jaeobi, 
mitgetheilt durch Herrn 0. Herme$.) 



Wenn die Seiten eines Vielechs sich schneiden, in welchem Falle 
ein sogenanntes Stempolygon entsteht, so hat man nicht mehr einen einzigen 
von einem Contoure umschlossenen Raum, sondern mehrere geschlossene RAume, 
die entweder durch eine gemeinschaftliche Ecke oder durch eine gemein- 
schaftliche Seite mit einander zusammenhingen. Die gewöhnlichen Entwick- 
lungen Aber den Inhalt ebener Figuren hören fttr solche Vielecke auf ihre 
Gflltigkeit zu haben. Man kann aber gleichwohl fragen, welches die geome- 
trische Bedeutung des algebraischen Ausdruckes 

für solche Stempolygone sei, und der Gleichmfissigkeit wegen die diesem Aus- 
drucke gleiche geometrische Grösse den Inhalt des Stempolygons nennen. 
Dieser Inhalt ist keineswegs der Summe der einzelnen durch das Polygon 
gebildeten Räume gleich. Denn man wird bei näherer Betrachtung finden, 
dass von diesen Räumen einige einfach, andere doppelt oder mehrfach, einige 
mit dem positiven, andere mit dem negativen Zeichen zu nehmen sind. Die 
Entscheidung hierüber ist bei einer etwas complicirten Stemfigur ziemlich be- 
schwerlich. Ich will daher eine Regel angeben, nach welcher der Inhalt 
des Sternpolygons so leicht, wie es möglich scheint, jedesmal gefunden werden 
kann, wobei ich jedoch voraussetze, dass niemals durch einen Punkt mehr 
als zwei Seiten gehen. 

Man bezeichne alle durch die Durchschnittspunkte der Seiten sowohl 
tax den Ecken als auf den Seiten selbst gebildeten Punkte mit Zahlen in der 
Ordnung, wie sie im Sinne des Umfanges auf einander folgen, indem man 
von 1 anfängt. Es wird auf diese Weise jeder Punkt, welcher der Durch- 
schnitt zweier nicht auf einander folgenden Seiten oder kein Eckpunkt ist, 
mit »wd verschiedenen Zahlen bezeichnet, da man, wenn man im Sinne des 
Umfanges herumgeht, durch solchen Punkt zweimal, durch jede Ecke einmal 
kommt. Von einer beliebigen Zahl an bilde man eine Reihe Zahlen, indem 
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raan auf jede diejenige folgen lässt, welche sich bei demselben Ponkte be- 
findet, bei welchem die nächst grössere Zahl sieht <, oder die nAchst grössere 
Zahl selbst, wenn sie allein steht. Dieses thoe man so lange, bis man wieder 
auf die Zahl kommt, von welcher man ausgegangen ist, wobei man auf die 
grössle der die Punkte bezeichnenden Zahlen wieder 1 folgen lassen mnss. 
3Ian kann leicht einsehen, dass man nie bei diesem Verfahren auf dieselbe 
Zahl zweimal kommt. Durch die angegebene Regel ist nämlich fflr jede ge- 
gebene Zahl der Reihe auch die unmitfelbor vorhergehende bestimmt, da sie 
die nächst kleinere sein muss, als die bei demselben Punkte mit der gegebenen 
befindliche Zahl, oder als die gegebene selbst, wenn diese allein steht Wären 
daher die m'- und (m+my" Zahl dieselben, so mflssten auch dieselben Zahlen 
ihnen vorhergehen und also die (m'+l)*** mit der ersten übereinkommen, was 
gegen die Voraussetzung ist, da man. die Reihe abzubrechen hat, sowie man 
wieder auf die erste zurückkommt. Schwieriger ist es allgemein zu zeigen, 
dofs tu der auf die angegebene Weise gebildeten Zahlenreihe niemak zwei 
demselben Punkte zugehörige Zahlen vorkommen kOnnen. — 



Erläuterung des vorstehenden Jacobischen Bruchstücks. 

(Von Herrn 0. Hermes.) 

Um die auletit angedeutete Eigcunschaft der su bildenden Zahlenreiben dar- 
sutliun» eranfiehU es sich, aie von Jacobi angegebene Beseicbnnng der auf einander 
iulgfuden Eckpunkte und Schnittpunkte der Beiten des Stempolygons f&r diesen 
Itoweis dahin HUBuKniiem, dasa man jeden Eckpunkt, durch welchen man beim Verfolgen 
de« lliiiOin^Ofi hindurchgeht» statt mit einer einsieen, nunmehr mit zwei unmittelbar auf 
oinaiulor tV^l^i^tMulon Zahlen'' der Zahlenreihe, und aeDJenig|en Eckpunkt, yon wcdchem man 
iinii);4>^t\n^<Mi ist, mit der ersten und letzten Zahl bezeichnet, so dass sich schliesslich 
HU j(ul<Mn Koknuiikte« sowie an jedem Schnittpunkte der Seiten der Figur awei Zahlen 
boliuiloh, wolohe Zahlen cofyugirte heissen mögen. Alsdann ist vonjezweieo^fugirien 
Xithhh üM9 die eine gerade, aie andere ungerade, 

V\\v dio Eckpunkte ist diese Behauptung einleuchtend, denn an jedem derselben 
Htol\(M) KNM'i auf oinun<lor folgende Zahlen, mit Äusn«ihme desjenigen, von welchem 
utH ilrr UnUnnp durrhlrtuten worden ist, an diesem aber stehen 1 und die letzte aller er- 
hiiheiioh /alilon; nnd \l;i!tH diese eine gerade sein muss, fol^t daraus, dass bei der ge^en- 
wrtrii^« »» lUvoiclmuni; jeti«*r Vunkt, sei er Eck- oder Schnittmmkt, zwei Zahlen giebt. 

I'in dio r»eha\iptun{r auch tur die Schnittpunkte zu beweisen, denke man sich, 
daMH \ler den Unitan^ d«.\<) Storupolyprous durch laut ende Punkt von dem Eckpunkt 1 
inH'<ui)Mn»l \\\\vv\\ einen hv\stimmten Schnittpunkt P bei g zum ersten Male, bei / zum 
Kweiten Mnlo hiiithireligehe und bei l^r auf den Eekpunkt l eurückkorome. Dann 
knnn \\u\\\ ilas gej^ebeue Sternpolvgoa in awei zerlegen, in das Polygon Ä, welches 
lioii Umlauf v\»u 9 bis / umtas^t und das Polygon B, welches den t^lauf von / bis 
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2r und den sieb daran anscfaliesBenden von 1 bis g umfasst. Die zum Sterapolygon 
A gehörenden Zahlen von g bis / rühren her 

1^ von den Eckpunkten des Polygons Ä, 

2) von den PunKten in welchen das Polygon Ä sich selbst durchschneidet^ 
S) von den Punkten (P ausgenommen), in welchen die Polygone Ä, B sich 
eegenseitig durchschneiden. 

Jeder Punkt der ersten und zweiten Categorie giebt zwei Zahlen, jeder der 
dritten Categorie nur eine Zahl von den zwischen g und / liegenden. Aber die An- 
zahl der Funkte der dritten Categorie ist selbst gerade nach dem allgemeinen Grund- 
satz, dass je zwei geschlossene Curven sich in einer geraden Anzahl von Punkten 
schneiden, folglich liegt zwischen g und / eine gerade Anzahl von Zahlen, d. h. von 
den beiden zum Schnittpunkt P gehörenden conjugirten Zahlen g, l ist die eine gerade, 
die andere ungerade, w. z. b. w. 

Da nun in den zu bildenden Zahlenreihen auf jede Zahl die der nächst höheren 
conjugirte Zahl fol^t, so besteht jede Beihe aus lauter Zahlen, welche mit der Aus- 
gangszabl gleichzeitig gerade oder ungerade sind, und es können daher in einer Zahlen- 
reihe zwei coi^'ugirte Zahlen, von denen, wie bewiesen worden, die eine gerade, die 
andere ungerade ist, nicht gleichzeitig vorkommen. 

Ferner ist zu bemerken, dass man fortdauernd neue geschlossene Zahlenreihen 
bilden kann, bis jede der die Eckpunkte oder Schnittpunkte der Seiten bezeichnenden 
Zahlen in einer dieser Beihen, und zwar wie g^ezeigt worden ist, einmal vorkommt Nur 
die kleineren der conju&irten Zahlen an den Eckpunkten sind bei der Doppelnumerirune; 
dieser Punkte in den Zählenreihen nicht enthalten. Dieser Ausnahmefall tritt jedoch 
bei Anwendung der JocoMscben Bezeichnung, welche fUr das Folgende wieder voraus- 
gesetzt wird, nicht ein. 

Nimmt man jetzt an, dass die Zahlen einer jeden Beihe die Eckpunkte 
einer geradlinigen Figur bedeuten, deren Umfang in demselben Sinne genommen 
werden soll, als in welchem die Zalilen der Beihe auf einander folgen, so werden durch 
die einzelnen Zahlenreihen ebensoviele geschlossene Figuren dargestellt, und zwar weil 
in den Beihen conjugirte Zahlen nicht vorkommen, Figuren, deren Umftlnge nicht 
einen und denselben Punkt zweimal berühren, d.h. deren Seiten sich nicht durch- 
schneiden, also Figuren, welche im Gegensatz zu den Sternpoljgonen als Theilvielecke 
im engeren Sinne zu bezeichnen sind. Jede Seite dieser Vielecke ist in demselben 
Sinne durchlaufen, als die entsprechende Seite, oder das entsprechende Stück einer 
Seite des Sternpoly^ons, weil man bei der Bildung der Zahlenreihen von jeder Zahl 
zu der conjugirten der nächst höheren, also im Sinne des ursprünglichen Umfanges 
des Sternpolyeons fortgeschritten ist, und umgekehrt wird jede Seite oder jedes Stück 
einer Seite «de» Sternpolygons durch eine S^te eines Theilvielecks, und zwar weil 
keine Zahl doppelt vorKommen kann, nur durch eine einzige Seite eines Theilvielecks 
dargestellt. Mit anderen Worten, die Theilvielecke haben nur Eckpunkte, niemals 
eine oder mehrere Seiten gemeinschaftlich und erfüllen die Ebene des Sternpolygous 
in der Weise, dass jede Seite oder jedes Stück einer Seite desselben durch eine Seite 
eines, aber auch nur eines einzigen Theilvielecks bedeckt wird. 

Dies vorausgesetzt lässt sich nunmehr zeigen, dass der von Jacobi sogenannte 
InhaU des Stempolygont gleich ist der Summe aller durch die Zahlenreihen dargestellten 
fheihielecke. 

Der Ausdruck nämlich *»yjk^.i— yj^t+i* wo x^, y^ und x^^^, y^^^^ die recht- 
winkligen Coordinaten zweier beliebiger Punkte p^ und p^^| der Ebene sind, bedeutet 
den doppelten Flächeninhalt desjenigen Dreiecks, welches durch den Anfangspunkt 
der Coordinaten und die Punkte Pj^ und p^^, als Eckpunkte bestimmt wird, und 
zwar für dieselbe Drehrichtung der geraden Linie Öpj^ in Op^^^, als durch welche 
die a^-Axe in die Lage der y-Aze gebracht wird, so dass wenn man von Opj^ nach 
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Ausdehnung der Jacobisehen Regel zur Bestimmung 

des Inhalts der Sternpolygone für den Fall 

vielfacher Punkte. 

(Von Herrn 0. Hermes.) 



JDer in der Jacobischen Untersuchong ausgeschlossene Fall, in wel- 
chem von den Selten des Sternpolygons mehr als zwei dnrch denselben Punkt 
gehen, Ifisst sich auf den eben erledigten Fall dadurch zurflckfahreu, dass man 
bei der Bezeichnung der Eckpunkte und Schnittpunkte der Seiten des Stern- 
polygons im Sinne des Umfanges jeden solchen Punkt auf jeder Seite mit 
soviel auf einander folgenden Zahlen bezeichnet, als in dem betreffenden 
Punkte Schnittpunkte mit den übrigen Seiten vereinigt gedacht werden können, 
so dass also wenn ein Punkt der Schnittpunkt von k Seiten ist, auf jede der- 
selben, so wie man sie im Sinne des Umfanges durchläuft, an diesem Punkte 
(Ar— 1) auf einander folgende Zahlen zu setzen sind, ein solcher Punkt darum 
im Ganzen mit k(k—l) Zahlen bezeichnet wird, und wenn sich in einem 
Punkte h Eckpunkte vereinigen und ausserdem k Seiten durchschneiden, so 
ist derselbe mit (2h+k)(2h+k-'l) Zahlen zu bezeichnen, weil in einem sol- 
chen Punkte {2h+k) Seiten zusammentreffen. Demgemäss wird von jetzt ab 
wieder jeder einzelne Eckpunkt mit zwei auf einander folgenden Zahlen 
bezeichnet. 

Nur diejenigen Sternpolygone, von welchen nicht mphr als zwei Seiten 
durch denselben Punkt geben, und welche zur Unterscheidung von den Obrigen 
Stempolygone im engeren Sinne heissen mögen, sind in der Richtung ihres 
Umfanges durchweg bestimmt, sobald der Sinn der Richtung einer Seite fest 
angenommen ist. Die allgemeineren Sternpolygone dagegen enthalten solange 
eine Unbestimmtheit, als nicht genau angegeben ist, auf welchem Wege der 
Umfang derselben zu durchlaufen ist, weil jeder Schnittpunkt der Seiten der- 
selben als ein Vereinigungspunkt von Eckpunkten angesehen werden kann, 
und andererseits Vereinigungspunkte von Ecken far den Fall, dass in ihnen 
zusammentreffende Seiten gleiche Richtung haben, zugleich als Schnittpunkte 
von Seiten betrachtet werden können, oder auch weil bei solchen Vereinigungs- 
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punkten zweifelhaft bleibt, welche Combiuationen von Seiten die einseinen 
zusammenfallenden Ecken bilden. 

Jede Ungewissbeil darflber, wie der Umfang des Sterapolygons su 
verfolgen ist, sei von vom herein beseitigt durch die genaue Angabe der 
Reihenfolge der Eckpunkte der Figur, so kann man nunmehr in Beziehung 
auf jeden mehrfachen Punkt des Umfanges das Stempolygon als Grenzfall 
einer Figur betrachten, bei welcher die Schnittpunkte der Seiten oder die 
Eckpunkte noch nicht zusammengefallen sind, und demnach die gegebene 
Figur an jedem Punkt dieser Art so deformiren, dass die neue Figur daselbst 
ebensoviel Seilen und Ecken enthalt, wie die Anzahl der Seiten und Ecken 
belrflgt, durch deren Vereinigung der betreffende Punkt definirt ist. Hierbei 
hat man jedoch zu beachten, dass die Seiten einer solchen Hülfsfigur sich 
wirklich sämmtlich, und zwar nicht mehr als zwei in demselben Punkte, durch- 
schneiden, hat also zu diesem Zwecke nOthigen Falls an den dabei in Betracht 
kommenden Eckpunkten die sie bildenden Seitenpaare Aber diese Eckpunkte 
hinaus zu verlftngern, bis auch sie den ganzen Liniencomplex durchschneiden. 
Zur Bezeichnung dieser HOlfsfiguren, welche jetzt Stempolygone im engeren 
Sinne sein werden, reichen alsdann gerade die sich um die zugehörigen mehr- 
fachen Punkte gruppirenden Zahlen aus, weil auf jeder geraden Linie an dem 
betreffenden Punkte soviel auf einander folgende Zahlen stehen, wie die An- 
zahl der geraden Linien betrftgt, mit denen sie in dem mehrfachen Punkte 
zusammentrifil. 

Auch hier, bei der Aufstellung; der Hfllfsfigur, treten Unbestimmtheiten 
ein ; es entsteht nämlich, was fOr das Folgende von Bedeutung ist, eine grosse 
Mannigfaltigkeit dieser Figuren dadurch, dass die ihnen zu Grunde liegenden 
Linien sich in verschiedener Reihenfolge und Gruppirung durchschneiden 
können. Wenn es sich jedoch lediglich um die Aufgabe handelt, das Stem- 
polygon in irgend einer Art durch Vielecke im engeren Sinne zu ersetzen, 
so kann von der zuletzt bemerkten Unbestimmtheit abgesehen werden, da 
dieselbe schliesslich nur eine Aenderung in der Eintheilung dieser Vielecke 
veranlasst. Mit Benutzung der nach dem obigen Verfahren zu bildenden Hülfs- 
figur kann man jedes allgemeine Stempolygon, wieviel mehrfache Punkte 
auch der Umfang desselben enthalten mag, in derselben Weise, wie früher 
die Sternpolygone im engeren Sinne, als die Summe von Theil Vielecken im 
engeren Sinne darstellen; sobald man bei der Bildung der einzelnen Zahlen- 
reihen zu einem mehrfachen Punkte gelangt, hat man die jedesmalige Reihe 
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mit Zugrundele^ng der Hflifsfigur zu vervollslflndigen , bis man von selbst 
wieder znr Rflckkehr in die nrsprfingliche Stemfignr veranlasst wird. 

Hat man nach diesem Verfahren die sfimmtlichen Zahlenreihen aufge- 
stellt, so können liei den ihnen entsprechenden Vielecken schliesslich, wenn 
man dieselben aus dem gegebenen Stempolygon darzustellen sucht, allein fol- 
gende beiden Fälle eintreten. Es können erstens ganze Theilpolygone oder 
Theile des Umfanges derselben sich in einen einzigen Punkt zusammenziehen, 
d. h. es reduciren sidi entweder einige der resultirenden Theilvielecke auf 
einen Punkt, oder, wenn die sich zusammenziehenden Theile des Umfanges 
nur aus auf einander folgenden Seiten bestehen, verringert sich in ihnen nur 
die SeitenanzahL Zweitens können getrennte Theile des Umfanges sich in 
dem mehrfachen Punkte vereinigen und demnach die resultirenden Vielecke 
aus einzelnen in dem mehrfachen Punkte als gemeinschaftlichem Eckpunkte 
zusammenhängenden StQcken bestehen. Der zweite Fall ist der einzige, in 
welchem durch die Zahlenreihen aus dem Stempolygone nicht Theilpolygone 
im engeren Sinne ausgesondert werden, doch gestatten auch hier die den 
Reihen entsprechenden Figuren eine einfache Interpretation der von ihnen ab- 
gegrenzten Flfichenstflcke. 

Berlin. 1865. 
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Sur HD thöor^me relatif ä huit points sitoös snr 

une conique. 

(Par M. it. Cayley k Cambridge.) 



L/n sait que le theoreme de Pascal peut 6tre dednit du th^oreme sui- 
vant: toute courbe cabique qui passe par 8 des 9 points d'intersection de deiix 
courbes cubiques passe par tous les 9 points. 

De mdme cet autre theoreme — toote coorb^ quartique qui passe par 
13 des 16 points d'intersection de deox courbes quartiques passe par tous les 
16 points — conduit a un tbeorerae relatif a 8 points situes sur une conique. 

En effet si par 8 points donnes et situes sur une conique donnee on 
fait passer deux systemes de 4 droites (ces deux systemes doivent £tre sans 
droite commune) les deux systemes sont des courbes quartiques qui se ren- 
contrent dans les 8 points donnes et de plus dans 8 nouveaux points; donc 
toute courbe quartique qui passe par 13 des 8+8 points passe par tous les 8+8 
points. Or la conique donnee passe par les 8 points donnes, et par 5 des 8 
nouveaux points on peut faire passer une autre conique: les deux coniques 
forment ensemble une courbe quartique qui passe par 8+5 des 8+8 points, 
et qui passera ainsi par les 8+8 points; c'est a dire la nou volle conique 
passe par les 8 nouveaux points, ou autrement dit, les 8 nouveaux points 
sont situes sur une conique — c'est la le theoreme relatif ä 8 points situes 
sur une conique. 

On d^duit de lä les theoremes 3, 4, 5 de Steiner (Lehrsätze und Auf- 
gaben, ce Journal t. XXX, pp. 274 et 275). En eifet considerons sur une conique 
donnee n .points donnes, et les n tangentes dans ces mSmes points. En com- 
binant deux ä deux les n points on obtient ^i»(i»— 1) droites G: ces droites se 
coupent deux ä deux dans les n points donnes, qui complent pour ^ii(n—l)(i»— 2) 
inlerseclions, et de plus dans ^»(n— l)(ii— 2)(»— 3) points r. Chacune des n 
tangentes rencontre les {^n^n—i) — (n—i)] droites G qui ne passent pas par 
le point de contact de cette tangente, dans ^(»— l)(n--2) points s, ce qui 
donne en tout 4^(i}— l}(fi~2) points «. Enfin les n tangentes se reucontrent 
deux a deux dans |ii(i»— 1) points /. 
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On a aiiisi 

iii(»-l)(»-2)(«-3) points r 

i»(ii-l)(ii-2) - s 

iit(ii-l) - t 

ensemble ^«(n— l)(ii*— »+2) points. 

Or parmi ces points, ii y a selon las trois th^oremes de Steiner nn grand 

nombre de systemes de 8 points snr une conique. 

Prenons d'abord sur la conique donnee 4 points quelconques a, b, c, d 
des n points, et considerons aussi les points consecutifs a', Vy e'y if. La 
figure des 4 points a, b, e, d et des 4 tangentes dans ces m6mes points 
^quivaut a celle des 8 points a, a\ b, b\ e, e\ dy i Partant de rarrange- 
ment ahed (lisez*le cycliquement et il correspondra a Tun des 3 quadrilateres 
quo Ton pent former avec les 4 points) on forme avec les 8 points les deux 
systemes quo voici de 4 droites chacun 

Systeme ady bb\ cc\ ddl^ c^est a dire les tangentes aux 4 points a^ b^ c^ d^ 
Systeme a'b, b'c, c% dla^ c'est a dire ah, bc^ cd, da; 
et ces deux systemes se rencontrent dans les 8 points a, a', b, b\ c, c\ d, d' 
(ou ce qui est la mdme chose dans les points a, b, c, d, cliacun compte 2 fois) 
et dans 8 nouveaux points compris entre les points r, s, t; ces 8 points sont 
donc situees sur une conique. Comme il y a 3 arrangements ahcd, acdb, adbc 
des 4 points, on obtient de cette maniere 3 systemes de 8 points sur une 
conique. 

Prenons sur la conique 5 points quelconques a, 6, c, d, e des n points, 
et considerons aussi 3 points consecutifs a\ b\ c\ Partant de Tarrangement 
abcde (qui correspond a Tun des 12 pentagones que Ton peut former avec 
les 5 points) on forme avec les points a, d, b, V, c, c', d, e les deux 
systemes de 4 droites chacun 

Systeme aa', bb\ cc\ de, c'est k dire les tangentes en a^ b, c et la 

droite de 
Systeme db, Vc, dd, ea, c'est ä dire ab, bc, cd^ ea, 
et on obtient de lä (parmi les points r, s, t) un Systeme de 8 points sur une 
conique. A cause des 12 arrangements des 5 points, il y a 12 systemes. 
Hais au lieu des points consecutifs (a', V, e') on aurait pu prendre tonte autre 
combinaison {a^b'^d^) etc.; le nombre des combinaisons etant 10, il y a donc 
12x10 = 120 systemes de 8 points sur une conique. 

Prenons de möme 6 points quelconques a, 6, c, d, e, f des n points. 
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En. considerant les poiiib consccutifs a', V et en partant de rarraogement 
ahcdef, on forme avec les 8 points a^ a\ b, b\ c^ d, e, f les deox systemes 
de 4 droites 

Systeme aa\ bh\ cd, ef c'est a dire les taogentes en a, b et les 
droites cd^ ef, 

Systeme a*b, Vc, de, fa c'est a dire ab, bc, de, fa, 

ce qui donne parmi les points r, s, t nn Systeme de 8 points snr one coniqne. 
11 y a 60 arrangements des points a, b, c, d, e, f e\ Ab combinaisons {ci, V) etc. 
des points consecutifs; on a donc 60x15 = 900 systemes de 8 points snr 
une conique. 

Prenons encore 7 points quelconques a, b, c, d, e, f, g des n points. 
En considerant le point consecntif a, et en partant de Tarrangement abcdefg, 
on forme avec les points a, a!, b, c, d, e, f, g les deux systemes de 4 
droites 

Systeme aa\ bc, de, fg c^est ä dire la tangente en a, et les droites bc, 

Systeme a!b, cd, ef, ga c'est a dire ab, cd, ef, ga, 

et on oblient ainsi parmi les points r, 9^ t un Systeme de 8 points snr une 
coniqne. U y a 360 arrangements abcdefg etc. et 7 differents points conse- 
cutifs a' etc.: cela donne 360x7 = 2520 systemes de 8 points sur une conique. 

Prenons enfin 8 points quelconques a, b, c, d, e, f, g, h des n points. 

Partant de Tarrangement abcdefgh, on forme avec les 8 points les deux 
systemes de 4 droites chacun (ob, cd, ef, gh) e\\bc,de,fg,ha\ ce qui conduit 
ä un Systeme de 8 points sur une conique. Mais on a 2520 arrangements 
abcdefgh etc. — il y a ainsi 2520 systemes de 8 points sur une conique. 

On voit que les systemes de 8 points sur une conique derivent de 
4, 5, 6. 7 ou 8 des n points sur la conique donnee. En sopposant » = 4 
on n'a que les systemes qui derivent des 4 points; si » = 5, on a les systemes 
qui derivent de 4 points choisis dhine maniere quelconque enlre les 5 points — 
et les systemes qui derivent des 5 points: et ainsi de suite; pour ii = 8 on 
a les systemes qui derivent de 4, 5, 6 ou 7 points choisis d'une maniere 
quelconque entre les 8 points, et les systemes qui derivent des 8 points. On 
peut former la table suivante pour monlrer daus les differents cas le nombre 
des systemes de 8 points sur une conique 
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r^ 


.^ 


1= 


r+.+l = 


4 püintB & pointB G fH^ilitl 
3 130 900 


1 ffur une coniqme 
7 pc»ifiU S poiotii 
3520 3520 


«^4» BUS 
fi=6, 8t.4 

fi = 7 
«1^0 


1 

15 
45 

in 
tio 


13 

m 
141 


e 

10 
21 

2e 


21 
ItO 

asi 

400 


xi=a 

X& — 16 
X16=46 
X 35 =^105 
X70 = 310 


Xi = i20 

X6 = 730 
XSl = 25S0 
X 50 = 6720 


Xl = 900 

X 7^6800 

X28=W2üO 


XI = 2520 

Xö^äoieo 


X 1 =»520 



Le cas fi = 4 est le thöoreme 3 de Steiner, il y a 3 systemes de 8 points 
sar une conique; le cas iit=5 est le thöoröme 4, il y a 15+120 systemes; 
le cas 11 = 6 est le thöoreme 5, il y a 45+720+900 systemes. Pour ii = 7 
il y a 105+2520+6300+2520 systemes et ponr ii=8, 210 + 6720+25200 
+20160+2520 systemes. 

Le cas fi=5 est surlout interessant: en effet comme nne conique est 
diterminee par 5 points, on a ici 5 points quelconques (a,b,c,dye)el les 
cinq tangentes (les droites A, B, C, D, E de Steiner) sont des droites de- 
terminees par les cinq points et que Ton pent construire (avec la regle senle- 
ment) c'est la en effet la forme sous laquelle le theoreme est presenlö par 
Steiner; il ne parle nuUement de la conique qui passe par les 5 points — 
et il donne pour les 5 droites une construction ; a savoir, les 15 points r sont 
situes deux ä deux sur 15 droites L qui ne dependent chacune que de 4 points, 
et sur 60 droites H qui dependent chacune des 5 points; les 60 droites H 
combinees deux a deux d'une maniere convenable se rencontrent dans 30 
points s (c'est la definition de ces points) et puis (theoreme) on a 5 droites 
Ay B, C, D, E qui contiennent chacune 6 points 9 et qui passent par les 
points a, b, c, d, e respectivement — et (theoreme) les 30 points s sont 
aussi situes sur les 10 droites G, 3 points sur chaque droite. Je remarque 
qu'en prenant sur la conique qui passe par a, b, c, d, e, un point quelconque 
g, il y aurait 24 hexagones inscrits ayant ag pour cöte — et de la 24 droites 
Pascaliennes — et par le point d'intersection de ag avec Tune quelconque des 
6 droites bc etc. on a 4 de ces droites Pascaliennes. Cela pose, en prenant 
pour g le point consdcutif a\ les 24 hexagones se confondent deux a deux — 
on a donc 12 hexagones inscrits et autant de droites Pascaliennes — ces 
droites sont les 12 droites H lesquelles se rencontrent deux ä deux dans les 
6 points 9 situes sur la droite aa' ou A. Steiner dit que les 120 coniques 
dependent des 5 points, mais que les 15 coniques dipendent chacune de 4 
points seulement; en donnant (comme il Ta fait) le theoreme comme un theo- 
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reme par rapport ä cinq points quelconqnes, cela n'est pas ezact — en effet 
les coniques dont il s'agit dependent chacune de 4 des cinq points, et des 4 
droites correspondantes, tangentes dans ces mdmes points a la conique qai 
passe par les cinq points — ces coniques dependent ainsi des cinq points. 

Je remarqne en passant qne partant des cinq points donnes a, b, e, d, e 
il y a sur chacune des droites A, B, C, Z>, E un pöint remarquable, dont 
Steiner ne parle pas, mais qui aurait pu servir a une construction de cette 
droite — par exemple il y a sur la droite A le point a qui est Tintersection 
commune des polaires de a par rapport a toutes les coniques qui passent par 
les points b, c, d, e — en particulier ce point a est Tintersection commune 
des polaires (harmonicales) de a par rapport aux trois paires de droites (bc, de)^ 
{bd,ec)^ {be,cd) respectivement 

Cambridge, 16 Fev. 1865. 
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lieber invariantive Elemente einer orthogonalen Sub- 

stitution, wenn dieselbe als Ausdruck einer Bewegung 

jeder Gruppe von Werthen der Variabein aus dem 

identischen Zustande in den transformirten 

gefasst wird. 

(Von Heren ScUäfü zu Bern.) 

MihUer hat gezeigt, dass jede gegebene Ortsveränderung eines starren 
Körpers um einen festen Punkt durch eine einfache Drehung um eine feste 
Axe dargestellt werden kann, wenn nur der Anfangs- und Endeszustand, aber 
nicht die Zwischenzeit in Betracht kommen. Nimmt man den festen Punkt als 
Ursprung eines orthogonalen Axensystems an, dem im Anfange die identische 
Substitution entsprechen möge, so wird die gegebene OrtsverAnderung durch 
eine orthogonale Substitution dargestellt. Diese hat nun ein einziges invarian- 
tives Element, den Winkel der Drehung um jene feste Axe, der den eigent- 
lichen Betrag der gegebenen Ortsveranderung ausdrQckt, frei von der Zufällig- 
keit der Wahl der Axen des Körpers. 

Versuchen wir diesen Begriff auf n Dimensionen zu übertragen, so 
sehen wir uns veranlasst, zwei orthogonale Substitutionen zu unterscheiden. 
Die eine, S^ ist gegeben und stellt gleichsam die Verrflckung eines starren 
Systemes von n Dimensionen dar, wir nennen sie die VerrückunguubMtuHon. 
Die andere, P^ ist verfügbar und soll nur dienen die ZufäUigkeit der Wahl 
der Axen auszudrücken, wir nennen sie die TransformatioMwbstitution. Der 
allgemeine Ausdruck fOr die Verrückungssubstitution wird dann (P'^SP) sein. 
Es fragt sich, wie stark dieser Ausdruck reducirt werden kann*). 

Fflr eine infinitesimale Verrückung giebt die Theorie der schiefen Z>a- 
termmanten y die Cayley im 38*'*" Bande dieses Journals aufgestellt hat, eine 
schnelle Antwort auf obige Frage. Wenn man nämlich die zweite Ordnung 
vernachlässigt, so kann S nicht anders als durch eine schiefe Matrix darge- 
stellt werden, worin die diagonalen Elemente alle 1 und die übrigen infini- 
tesimal erster Ordnung sind. Streicht man die diagonalen Elemente , so dass 
die Matrix schief und symmetrisch wird, so hat man die Coefficienten in den- 
jenigen linearen Gleichungen, welche die Projectionen der linearen Verschie- 
bung irgend eines Punktes ausdrücken. Da der Determinant dieser Matrix nur 
für ein ungerades n verschwindet, so giebt es auch nur in diesem Falle eine 

^) Der Determinant einer orthog. Substitution \%i hier immer gleich 1 vorausgesetzt. 
Journal iUr Mathematik Bd.LXV. Heft 2. 24 
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feste Axe, d. h. es giebt Punkte, deren Verschiebungsprojectionen sämmtlich 
Null sind ; und diese Axe ist desshalb bestimmt, weil die ersten Minore nicht 
alle yerschwinden. Wenn n gerade ist, so kann man jenen linearen Glei- 
chungen, die die Ruhe eines Punktes ausdrucken, nicht genügen, es giebt keine 
feste Axe, und es bleibt nur noch flbrig, nach einem Maximum der angularen 
Verschiebung zu fragen. Man bekommt als gleich mit Null wieder einen 
schiefen symmetrischen Determinant, dessen Eleipenle lineare Functionen des 
gesuchten Maximums sind. Da aber derselbe nothwendig ein Quadrat ist, so 
giebt die Gleichung nur ^n verschiedene Lösungen, und alle zu einer solchen 
Lösung gehörenden ersten Minore yerschwinden. Der Strahl *) also, dem die 
Wurzel als maximale angulare Verschiebung zukäme, wird nicht bestimmt, sondern 
kann eine Ebene beschreiben, und alle Strahlen dieser Ebene drehen sich um 
denselben maximalen Betrag, und ihre Verschiebungen fallen in diese Ebene. 
Wfihlt man in jeder der \n Ebenen ein Paar zu einander senkrechter Strahlen, 
so kann man zeigen, dass alle n Strahlen ein orthogonales System bilden; 
aus der Orthogonalitfit folgt dann die Realität aller Wurzeln jener Gleichung 
^n^ Grades, also auch diejenige der ^n Hauptebenen. Wenn eine Wurzel 
der erwähnten Gleichung afach vorhanden ist, so wird nur ein lineares Con- 
tinuum von 2a Dimensionen bestimmt, worin man eine Gruppe von a Haupt- 
ebenen mit a(a— l)facher Willkür wählen kann. 

Eine endliche Verrflckung verhält sich ähnlich. Ihre Substitution sei 
S, die maximalen Drehungswinkel seien 0, ff, Man addire je zwei ent- 
sprechende Elemente der Substitutionen S und S~\ setze zu jedem diagonalen 
Elemente noch — 2cos0 und bezeichne den Determinant der so gebildeten 
Matrix mit U. Ferner multiplicire man jedes Element von S mit —2008 6, 
addire das Product zum entsprechenden Elemente von S^ und setze |edem 
diagonalen Elemente noch +1 zu; der Determinant aller so erhaltenen Ele- 
mente sei V. Endlich setze man —e^ zu jedem diagonalen^ Elemente von S 
und bezeichne den Determinant aller Elemente mit T(ß)^). Dann istU^^V 
identisch richtig, und wenn man die Matrix von T(~<9) um ihre Diagonale 
umwendet und jede ihrer Zeilen mit jeder Zeile von T(0) combinirt, so eriiält 
man T(Ä).r(-Ä)= F. Aber T(-Ä) = (-l)-6-^r(Ä); also ü=(-l)-e-*^(r(tf))\ 

*} Wenn von Strahlen, Ebenen, Continuen die Rede ist, so ist immer gemeint, 
dass sie durch den Ursprung gehen. 

^) Dieser Ausdruck findet sich in BalUers Theorie der Determinanten, wo Briosdd 
Liout. J. 19 citirt wird; aber nur die Wurmel e^ = \ wird erwähnt. 
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Wenn nun n ungerade ist, so ist e'^ = l eine Wurzel von T(0) = O, und dieser 
entspricht eine einfache Wurzel costf=l von 17=0, wAhrend alle äbrigen 

Wurzeln doppelt sind, d. h. 1/73- — ^ = (cosö^ 1)*^*"'\ Wenn aber n gerade 
ist, so ist yü^=e- »"^T(ö) = (co8Ö, 1)*-. Nun sind aber die Elemente der 
Matrix von U die Coefficienten in denjenigen linearen Gleichungen, welche 
die Richtung eines Strahls von maximalem Drehungswinkel bestimmen. Für 
ein ungerades n und cos0=l, da diese Wurzel nur einfach ist, verschwinden 
also die ersten Minore des Determinanls U nicht alle; es giebt eine feste Axe. 
Aber für jede doppelte Wurzel yon 17=0 verschwinden alle ersten Minore, 
im Allgemeinen jedoch nicht die zweiten, und es giebt eine entsprechende feste 
Hauptebene, in der die zugehörige maximale Drehung geschieht. Fflr ein 
gerades n hingegen kann es nur Hauptebenen geben. Die Orthogonalitat und 
die Realität des invariantiven Systems sind auch hier leicht zu beweisen. 

Wenn die Elemente von T als Coefficienten in linearen Gleichungen 
gebraucht werden, so bestimmen diese Gleichungen den Strahl, der in einer 
Hauptebene nach einem der zwei festen Kreispunkte im Unendlichen geht. 

(Ich will der Kürze wegen ein System von n—r homogenen linearen 
Gleichungen zwischen den n Coordinaten, als Gesammtheit aller seiner Lösungen 
oder Punkte aufgefasst, mit (00'^) bezeichnen und lineares Conlinuum von r 
Dimensionen nennen.) Wenn in der auf cosO reducirten Gleichung 7=0 eine 
Wurzel afach vorhanden ist, so bestimmt sie ein (00^''), das zu allen übrigen 
Hauptebenen (oder Hauptcontinuen) orthogonal ist. Durch jeden Strahl dieses 
Continuums geht eine Hauptebene, und diese ist dadurch l)eslimmt, dass sie 
mit jedem von zwei festen imaginären und conjugirten (cx>*) je einen Strahl 
gemein hat. Wenn im (oo^"*) ein orthogonales Axensystem {xi^yi^a^^y^^.., 
Xa^ya) gewählt ist, wo je zwei mit demselben Zeiger versehene Axen eine 
Hauptebene bilden, so ist (a:^+*Vr = 0, r = 1,2, ... o) das eine jener festen 
imaginären Conlinuen und JS:{x—iy=^0) das andere; und wenn nun irgend ein 
Strahl durch seine Projectionen ai, 61, o», 6^, ... a^, b^ gegeben ist, so ist 
die durch ihn gehende Hauptebene dadurch bestimmt, dass noch der auf ihm 
senkrechte Strahl (— 6|, ai, — 6,, 02, ... — &a^ O ^^ derselben Hauptebene liegt. 
Multiplicirt man die Projectionen des letzten mit 1 und addirt sie dann zu 
denen des ersten Strahls, so bekommt man den Strahl, den diese Hauptebene 
mit dem Continuum 2{x+iy = 0) gemein hat. 

Bern, 1865. 
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Programme ponr le prix Carpi. 

(Proposä par FAcad^mie Pontificale des Nuovi Lincei.) 



Theme. ,,Exposer nne methode au moyen de laqnelle on puisse de- 
terminer toutes les valeurs rationnelles de x capables de rendre un carre oo un 
cube patfait le polynöme A-^-Bx-^-Ca^+Dcc^+Ex^y pour des valeurs entieres 
de Äy B, C, D, Ey pourvu qu'une ou plusieurs de ces valeurs de x existent 
reellement, et qui, en cas contraire, en fasse connaltre rimpossibilit^"". 

Un ^^^claircissement'" qui accompagne ce programme Fait connaltre les 
travaux des g^ometres qui ont trait^ la question dont il s'agit: 

Une methode AeFennat se trouve exposee par Jacques de BiUy: Do- 
ctrinae analyticae inventum novum (p. 30 et 31 de Tedition intitulee: Bio- 
phanli Alexandrini Arithmeticarum Ubri sex, et de nnmeris muUangulis über 
unus, etc. Tolosae M.DC.LXX), par Lionard Euler: Einleitung in die höhere 
Algebra^ traduit en fran^ais sous le titre S'l&Umens dalgäbre, tome second, 
chapilres VIII, IX, X, et par Legendre: Thiorie des nambres, troisieme edition 
1830, tome II, (p. 123-125). 

Les plus importants memoires relalifs a la question sont les suivants: 
Euler: Methodus nof>a et facdlis formulas cubicas et biquadraHcas ad quadratum 
reducendi, memoire posthume qui fait partie du tome XI des memoires de 
Tacad^mie de St. Petersbourg (annee 1830), Jacobi: De usu theariae integralium 
etlipticorum et integralium Abelianorum in analysi Diophantea, tome 13 de ce 
Journal et Lagrange: sur quelques problämes de r Analyse de Diophante, Mi- 
moires de VAcadimie de Berlin annöe 1?77. 

Cependant ces methodes sont imparfaites 1"". parce qu'elles supposent 
une Solution deja connue; 2"". parce qu'il n'est pas prouve qu'elles fournissent 
toutes les Solutions possibles. II serait par consöquent ä d^sirer, qu^on en 
trouv&t une autre, qui n'eüt besoin de la connaissance d'aucune Solution, ftt 
connaltre si.le probleme est possible ou non^ et dans le cas oü il est pos- 
sible, en donnAt toutes les Solutions. 

Les memoires sur le th^me proposä devront dtre r^dig^s en italieui en latin^ 
ou en francais. Chaque memoire portera sur son frontispice une ^pigraphe^ qui sera 
rtfptft^e ik 1 ext^rieur aune enveloppe cachet^ey dans laquelle se trouveront le nom et 
Tadresse de Fautenr. On ouvrira seulement Fenveloppe correspondante au memoire 

3ai anra obtenu le prix. Si les auteurs qui auront obtenu une mention honorable 
^sirent que FAcad^mie publie leurs noms, il faadra qu'ils en fassont la demande dans 
les quatre mois qui suivront le iour dans lequel le pnx aura ^t^ d^cemä; ce terme 
expir^ les enveloppes seront hrul^es sans dtre d^cachet^es, Chaque memoire avec Fen- 
veloppe oaohet^e correspondante devra 6tre envoy^ franco ik FAcad^mie^ avant le 
deroier jour du mois d octobre 1866| date de la cldture du concours. Le prix sera 
d^cern^ par FAcad^mie dans le mois de janvier 1867 et consistera en une m^daille 
d'or de la valeur de cent icus romains. Le memoire couronn^ sera publik enti&rement 
ou par extraiti dans les Atti de FAcad^roie^ et Fauteur en recevra cinquante exemplaires. 

Rome, 11 juin 1865. 
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Erweiterung des Satzes, dass zwei polare Dreiecke 
perspectivisch liegen, auf eine beliebige Zahl von 

Dimensionen. 



(Von Herrn Schloßt zu Bern.) 



Xm Quarterly mathematical Journal, vol. I, S. 191, S. 239 und S. 241 
haben Salmon und Ferrers Beweise des im Titel ausgesprochenen Satzes 
für die Ebene und den Raum gegeben; in dem letzteren treten vier Reihen 
▼on je yier Coordinatenwerthen auf, die zusammen einen symmetrischen Deter- 
minant bilden. Da die diagonalen Elemente dieses Deferminants in den dor- 
tigen Proportionen (S. 241 (1) bis (4)) nicht vorkommen, so sind sie variabel, 
aber durch drei Relationen, die aus der Aufgabe entspringen, mit einander 
verbunden. Ferrers zeigt dann, dass eine vierte von der Aufgabe verlangte 
Relation, die, wenn sie unabhängig wäre, alle vier Punkte vollständig be- 
stimmte, nur eine noth wendige Folge der drei vorigen ist. Die Betrachtung 
des Ferrer^schen Beweises hat mich Oberzeugt, dass er wesentlich auf diesem 
Satze beruht: 

Das Verschwinden aller ersten Minore eines symmetrischen Deferminants 
üählt nur für drei Bedingungen, während es für einen freien Determinant deren 
vier zählt. 

Der Beweis dieses Satzes ist äberflössig, da er als specieller Fall in dem 
Kr&neckerschen Satze enthalten ist, welchen Baltzer in seiner Determinanten- 
Theorie, 2*" Auflage S. 33 mittheilt. 

Ich will die Zeilen eines Determinants ^ = (ol23!!!n) "*** ^'^^^^ 
die Spalten mit untern Zeigern bezeichnen, und indem ich die Elemente selbst 
als Determinanten erster Ordnung betrachte, bezeichne ich diejenigen der 

obersten Zeile mit (J), (J), (J), ... (J), ferner setze ich (2)(i)-(?)(l) 
^Coi)^ u. s. f.; das im Determinant mit O multiplicirte Aggregat bezeichne 
ich mit [S] = (m;;;J). das mit (JJ) multiplicirte Aggregat mit [JJ] = 

a?J:::".)' »• »• '- » a«, .. b, [l!]K]-[?][y =[S]^ «w. 

Dies vorausgesetzt, kann der Satz Aber die ersten Minore, um den es 
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sich hier handelt, folgendermassen ausgesprochen werden: es seien die 
zweiten Minore des Determinants J nicht s&mmtlich gleich Null sondern min- 
destens einer derselben z. B. [qi] von Null verschieden, dann hat das Ver- 
schwinden der vier ersten Minore [q], LI, [qI, [jl das Verschwinden sämmt- 
licher ersten Minore zur Folge. 

Im Allgemeinen reichen also die vier Bedingungen IqIz^O, Li 7=0, 

[qI = 0, Li = hin um das Verschwinden sfimmtlicher ersten Minore des 
Determinants J zu bewirken. V^enn aber der Determinant symmetrisch ist, 
so ist ril = |oJ) ^^^ ^^^ Bedingungen sind bloss drei an Zahl. 

Die Behandlung des allgemeinen Satzes, der Gegenstand dieses Auf- 
satzes ist, wird verstAndlicher werden, wenn ich zuerst den Ferrer^schen Be- 
weis fOr den räumlichen Fall mit stärkerer Hervorhebung dessen, was ich 
als Fundament betrachte, wiederhole. 

Es sei V = (u), X, y, zf das Polynom einer gegebenen Fläche zweiten 
Grades, 

p = lnD+ax+ by + csi, 

q = aw+lx-^hy^-g^, 

r == 6ip+Äa?+my+/i, 

B = cw+gx^- fy+m 

seien seine halben Abgeleiteten, also V=ptD-{'qx+ry-\-$^ = (i die Gleichung 
der Fläche. Dann sind die zwei Tetraeder wxy^ = und pqr9 = zu ein- 

B 
ander polar. Im Eck -^— des ersten Tetraeders ist p = k, q=:ay r = b, 

s==c, im homologen Eck des zweiten Tetraeders 9 = 0, r = 0, « = 0. Wenn 
also (p eine Variable bedeutet und p, q, r, s als Coordinaten gelten, die auf 
das^ zweite Tetraeder bezogen sind, so sind q>y a^ b^ c Coordinaten des lau- 
fenden Punktes in der Geraden, die beide homologen Ecken verbindet. Wenn 
X, tpy u) ebenfalls Variable bedeuten, so sind alle Vier Gereden, die je zwei 
homologe Ecken beider Tetraeder verbinden, durch die Zeilen der Matrix 

(p a b 

|ö X A gl 
\b h xff f\ 
^c g r 0)^ 
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dargestellt Verlangen wir nun, dass alle vier Punkte, je einer auf jeder 
Verbindungslinie, in einer Geraden liegen, so müssen sämmtliche ersten Minore 
dieser Matrix verschwinden. Da dieses nur drei Relationen liefert, denen die 
Variabein q), Xy % ^ genügen müssen, so bleibt eine derselben frei, die ver- 
langte Gerade wird nicht bestimmt, sondern kann sich einfach bewegen und 
beschreibt daher eine Fläche zweiten Grades. Es sei (p^q^r^s) ein Punkt 
der erzeugenden Geraden, so steht es uns frei, für denselben die Bedingungen 



a h g 
brp f 
c f w 



-0, 



0, 



b h f 
c g ü) 
Schliessen wir den Fall aus. 



p q r 

b h tp 

c g f 

zu wählen und aus diesen \py w zu eliminiren. 
vio bg^chy diesem Systeme also entweder durch hp^bq und eine Relation 
zwischen rp, cd, oder ohne eine Relation zwischen p, q, r, e durch c^f = bf, 
büß == cf genügt würde, so ergiebt sich 

{bg-ch){fpq+ar8)+{ch-af){gpr+bqs) + {af'''bg){hps+c^^ = 

als Gleichung der Fläche zweiten Grades, die alle vier Verbindungsgeraden 
enthält, was man mit grösster Leichtigkeit verificiren kann. 

Will man diese Fläche auf das erste Tetraeder beziehen , so braucht 
man nur p, q, r, e durch v), a:, y, jb und die Elemente a, b, ... durch die 
entsprechenden Minore A, B, . . .zu ersetzen. Da BG—CH^^ J{bg—ch\ etc., 
so erhält man 2{bg'-ch){FfDx-\'Äyi)=^0. 

Wollte man diese Fläche in Bezug auf r=0 polarisireo^ um diejenige 
Fläche zweiten Grades zu erhalten, die alle vier Geraden («7 = 0,^ = 0), 
(rc=0, ^=0), (y=0, r — 0), (ä=0,^=0) enthält, in denen je zwei homologe 
Seitenebenen beider Tetraeder sich schneiden, so hätte man, bg—ch=^a, 
ch—af^ßy af—bg^Y setzend, die Bedingungen 

= wp+ xq-^- yr+ zs, 
tw =i ^fq-^ßgr+yhe, 

tx = afp +ycr+ßbs, 

te Ä yhp+ßbq'\-aar , 

aus denen p, q, r, s, t zu eliminiren wären. Der Determinant der Coeffi- 
cienten in den vier untern Zeilen rechts ist (o/9/)% und alle ersten Minore 
sind durch aßy theilbar. Befreit man sie von diesem Factor, so erhält man 

25» 
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in der obersten Zeile 2abc, a{bg+ch)^ elc. Wir wollen indess die Gleichung 

dieser Fliehe direct aas der Betrachtang obiger Matrix l?' ^ ^ ^j herleiten. 

Wenn cp willkürlich ist, so ist (pw + €ix+by+cz = die Gleichung irgend 
einer Ebene, die durch die Gerade {w=0^p==0) .gelegt ist, u. s. f. Denken 
wir uns nun die drei Relationen zwischen q>, x» Wy ^ erfallt, vermöge deren 
sAmmtliche ersten Minore jener Matrix verschwinden, so giebt es zwei von 
einander unabhängige Lösungen {u),x,y,z)^ («''^«'^y', «') des Systems aller 
vier Gleichungen (y«>+öa?+6y+ca = 0, etc.). Dann ist aber auch der Punkt 
{fD + lw'yX-i-kx'yy+Xy^ss+XA') eine Lösung desselben Systems, und wir 
haben (wegen des willkürlichen Factors l) eine Gerade, die allen vier Ebenen 
q)tD + ax+by'\'Cs==0^ etc. gemein ist und sich einfach bewegt, also eine 
Flüche zweiten Grades beschreibt, in der alle vier Durchschnitte (f£7=:0,/i=0), 
etc. liegen. Um ihre Gleichung zu bekommen, brauchen wir nur % (o aus 
den drei Gleichungen 

a A flr =0, bw+hx+tpy+ fi6 = 0^ 
h tff f cw+gx+fy+a)ss=:0 

c f O) 

zu eliminiren und erhalten*) 

r = abcw^ + ahgx^ + bhfy'^ + cgfs^ + {bg + ch) (awx + fys) + {ch+af) (bwy +gxi) 

+ {af+ bg) {cw9 + hxy) = 0. 

Dass diese Fläche durch die vier Geraden (i£?=:0,/i=0), etc. geht, verificirt 

sich sogleich an der Form 

T = abcw^+u){a(bg'\-ch)x+b(ch+af)y+e(af+bg)s)+{ax+by+c^ 

ihres Polynoms, wobei zu beachten ist, dass die zweite Gerade ghx+hfy+fy9 
r==:0, in der die Ebene w = von der Flüche T=0 geschnitten wird, die 
Lösung unserer Aufgabe in der Ebene für das Dreieck xyjB = und sein po« 
lares in Bezug auf die Curve lx^+my^+nsi^+2fyi+2gxz+2hxy ==0 dar- 
stellt. Der Discriminant von 2T ist {aßy)\ und seine Minore sind aßy x 

(0,öA/?!7,yA), etc. 

Wir gehen nun an die allgemeine Aufgabe. Es sei 

K:- aua^Haia^J+---+fli.«i+2(J)aJua?i+2(J)a%«2+ = 

*) Varglaioba Quart Journal L, p. 195 unten. 
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die quadratische Gleichung, in Bezug auf die das Gebilde a)oXiX2...Xn = 
polarisirt werden soll (es ist ^q) = ^jV etc. angenommen). Wird 

p» = aüa\i+(?)a?i+(2)^ + ---+(2)^-^ ^t^- 

gesetzt, so ist das zweite zum vorigen polare Gebilde poPiPz-^Pu^^- ^^ 
der erste Theil der Aufgabe [die homologen Ecken beider polaren Gebilde 
durch Gerade zu verbinden, auf jeder von «—2 dieser Geraden je einen 
Punkt willkürlich zu wählen, durch diese n—2 Punkte eine einfach drehbare 
Uneare Gleichung (im Räume wäre es ein Ebenenbflschel) so zu legen, dass 
sie noch mit der (n—l)**" Verbindungslinie einen Punkt und mit der n**" einen 
Punkt gemein habe, worauf sie von selbst mit der (n+l)*^" Verbindungslinie 
einen Punkt gemein haben wird, endlich alle jene erstgenannten n—2 Punkte 
unabhängig von einander auf den betreffenden Verbindungslinien zu bewegen, 
die drehbare lineare Gleichung, welche »+1 Punkte mit sSmmtlichen Ver- 
bindungslinien (mit jeder einen) gemein hat, zu drehen und nun die höhere 
Gleichung zu finden, die von der (n— l)fach beweglichen linearen Gleichung 
mnhüUl wird] zu grossen Schwierigkeiten unterliegt, so wenden wir uns so- 
gleich zum zweiten Theile, eine Gerade zu ziehen, die mit jedem der Durch- 
schnitte ixr = 0^pr^0)^ (r = 0, 1,2, ...«) einen Punkt gemein hat. Statt der 
gegebenen o^, ai, ... a« führen wir als diagonale Elemente der 'Matrix 

(oi 2 n) ^^® Variabein (q\ (^\ . . . (^ ein und unterwerfen sie den drei 

Bedingungen, die das Verschwinden aller ersten Minore bewirkt. Dann werden 

aUe n+l Gleichimgen (^q)x,,'{-Qx,+^^ (r = 0, 1, ... n) 

durch zwei von einander unabhängige Coordinatengruppen befriedigt; ihre 
Lösungen bilden also eine Gerade; und da n— 2 unabhängige Variabein, z. B. 

(q\ (a\ ' . . Q) übrig bleiben, so beschreibt die Gerade ein krummes Con- 

tinuum von n— 1 Dimensionen, das also durch eine einzige Gleichung 7=0 
auszudrücken ist. Nimmt man z. B. aus den linearen Gleichungen mit 
r = 2, 3, ... n die Werlhe für ^g), (3), . . . (T\ und substituirt sie in der 

Bedingung —Li = 0, so erhält man eine Gleichung (n— 1)**" Grades in a\„ o^i, 

x^i .*. x^* Denn man muss %. B. die Zeilen 2, 3, ... n resp. mit —0:29 
— Xs) ••• "X^ multipliciren, um substiluiren zu können. Es sei T=: 
(— l)*xiiXs...a?,Lj, wenn die Substitutionen ausgeführt sind. Giebt man der 
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Matrix die Anordnung (q 2 3 n)^ ^^ ^^^^ ^^ ^^^ diagonale Elemente, die Xo and 
X, enlhalten. Daher ist in T der Coefficient von xr' gleich (i)(?)(?)--(n)» 
und das Aggregat aller Terme, in denen 0^/0^39 ... x^ fehlen, kann durch 

(?)((S>+a)».) ((?)-»+©«.) - (o^+a>.) 

dargestellt werden, woraus sogleich auch die Gestalt der Coefficienten von 
a^r^^^^i erhellt. Aber die Coefficienten der Terrae, welche a?2, arj, ... ent- 
halten, aus der Matrix von —[{] abzuleiten, wird mir zu schwierig. Ich 
will daher zunächst nur zeigen, dass man die Aufgabe von n Dimensionen 
auf n— 1 zurück bringen kann. Wenn in dieser Matrix die Zeilen 2, 3, ... 
n wie oben gesagt multiplicirt sind, so dflrfen wir die Zeile 2 dadurch ver- 
ändern, dass wir zu ihr alle folgenden Zeilen und das o^i fache der Zeile 1 
addiren. Dadurch wird 

T = a,i(-l)-..x....x.([J]-(!J)p)j + ((»).,+(«>+...+(»>.) 

x(^ir^x,x,...x^[^ll 

Für X,, = reducirt sich also dieser Ausdruck auf seinen zweiten Term, und 
dieser zerfällt in zwei Factoren, von denen der erste lineare unserer Aufgabe 
entspricht, der zweite (n--2)**" Grades aber, wenn darin auch ar,j = gesetzt 

wird, in Bezug auf die Matrix (123 n) S^^^^^ dieselbe Function ist, welche 

T in Bezug auf (qJ Js!]]») ^^^' ^® ^° ^ ^®^" '^^^^ ®^'® Coordinaten zu- 
gleich enthalten kann, sondern immer mindestens zwei fehlen mflssen, so ist 
hiemit die Möglichkeit gezeigt, die Coefficienten successiv durch Aufsteigen 
von 3 zu 4, von 4 zu 5, . . . Dimensionen und Jedesmalige Multiplication zu 
berechnen. Man kann aber auch das Gesetz erralhen, nach dem der Coef- 
ficient irgend eines Terms in T gebildet ist, und zeigen, däss die so definirte 
Function für jede Lösung von (x^=0,pü=0), etc. verschwindet. Wenn dann 
femer gezeigt wird, dass diese Bedingungen mehr als hinreichen, um die Co- 
efficienten in einer Function (xa^Xi^Xi^... xj)'^^ zu bestimmen; so ist damit 
auch die Identität der definirtcn Function mit T bewiesen. 

Eine Function (a?ü...a?»)"~* zählt (^J7l )—l Elemente, wenn es nnr 

auf die Verhältnisse der Coefficienten ankommt. Ihr Continuum wQrde von 
(a^,=:0,p„=:0) in einem krummen Continuum (n— 1)*^" Grades mit n— 1 ho- 
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mogenen Variabeln geschnitteD, das durch ( J^)— 1 Punkte bestimmt würde. 
Damit also jenes Continuum das lineare Continuum (xo'=0^p^=0) nicht schnei- 
den könne, sondern es ganz in sich enthalte, müssen jenem in diesem ( ^__2 ) 
Punkte gegeben werden. Da dieses sich n+i Male wiederholt, so sind dem 
gesuchten krummen Continuum («+!)( iJjj) P"'^'^'® gegeben. Der üeber- 
schuss dieser Zahl Aber die Anzahl der Elemente der gesuchten Function be- 
trägt {n-Vj(^I^Z?y+U a'so für « = 2, 3, 4, 5 resp. 1, 3- 16, 85. Die 

Function T ist aiio durch die erwähnten Bedingungen mehr als bestimmt. 

Wenn den untern Zeigern 1, 2, 3, ... n irgend eine Anordnung 
eben so vieler zum Theil wiederholter Zeiger, unter denen aber der fremde 
Zeiger sich nicht befindet. Obergesetzt wird, so ist es nicht möglich, Kreis- 
läufe wie (I), (^l)Q)^ (2)(3)(l)' ' ^^ vermeiden. Denn fängt man mit 
einem Element an, dessen unterer Zeiger auch oben irgendwo vorkommt, so 
kann man eine Kette von Elementen bilden, wo jeder obere Zeiger eines 
Elements mit dem untern des nachfolgenden übereinstimmt, und diese Kette 
könnte nur dann offen bleiben, wenn sie mit einem obern Zeiger schlösse, 
der unten nicht vorkäme. Da dieses nicht der. Fall ist, so muss die K^lte 
einmal sich schliessen, d. h. der obere Zeiger des letzten Elements muss mit 
dem untern Zeiger dieses oder irgend eines der vorangegangenen Elemente 
übereinstimmen; und die Combination von Elementen enthalt mindestens einen 
Kreislauf. Ich brauche hierfür nur an die Abhandlungen von Cauchy (Journal 
de Tecole polytechnique Cah. 17, p. 37) und von Jacobi (dieses Journal Bd. 22, 
S. 288) zu erinnern. Ich will nun eine Function (T) definiren, deren Iden-^ 
tität mit T zu untersuchen ist. 

Um den Coefßcienten von x!la^X2Xzx[^ (a+/3+y+J-f6 = «— Ij, in (T) zu 
erhalten, setze man der festen Reihe 1 2 3 4 ... it unterer Zeiger alle die- 
jenigen Permutationen eon 0**+M''2>'3*'4' über, welche keine Kreisläufe er- 
zeugen, und fasse jede Anordnung als Product derjenigen Elemente von V auf, 
welche durch je zwei ühereinanderstehende Zeiger bezeichnet sind. Die Summe 
aller solchen Producte, deren Anzahl gleich der Permutationszahl der Coor- 
dinatencombination ist, ist der gesuchte Coeffident. 

Ich muss zuerst zeigen, dass diese Definition nicht etwa den Wider- 
spruch in sich enthält, von der Ausschliessung des untern Zeigers abzuhängen. 
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Es sei II = 6, so wird (1X2X3X4X5X6) ^^ einzelner Term im Ausdruck 
des Coefficienten von a^ixlx^xs vorkommen. Wählen wir 023456 als feste 
Reihe der untern Zeiger, so ist jener Terra in der Form (0X2X3X4X5X6) 
darzustellen, indem man nur die Zeiger der Elemente (^\ f^ umkehrt (sie 

bilden eine offene Kette, die mit 1 beginnt, mit schliesst und 4 zum ver- 
bindenden Zeiger hat), und diese neue Form desselben Terms entspricht wieder 
obiger Definition, indem, wenn unten 1 fehlt, oben 0MM^5\ d. i. 011145 
zu permutiren ist. Soll 6 in der festen Reihe unterer Zeiger fehlen, so 
kehren wir zuerst (g) in (^) um, dann (^) in (4), dann (^^ in (q) und 

haben endlich I012345I ^^^ Definition gemiss; die offene Kette beginnt mit 



6, endigt mit und hat 1, 4 als verbindende Zeiger. Wenn z. B. 1 als 
unterer Zeiger durch ersetzt werden soll, so wird, da in der obern Per- 
mutation nicht fehlt, und die übrigen Zeiger auch unten sich finden, stets eine 
offene Kette von Elementen da sein, die mit dem untern Zeiger 1 beginnt 
und mit dem obern aufhört. Haben wir den zum Coefficienten von 

x^XzX^XsXq gehörenden Term (1X2X3X4X5X6)^^ darzustellen, dass 023456 
als untere Zeigerreihe erscheint, so durchlauft die Kette alle sechs Elemente, 
und die neue Darstellung wird (02 3 45 6)' ^^® ®"^^ ^'® Kette sonst be- 
schaffen sein mag, durch die Umwendung aller ihrer Elemente wird der 
Wiederholungsexponent des beginnenden Zeigers oben um 1 vermehrt, der- 
jenige des schliessenden oben um 1 vermindert, während alle verbindenden 
Zeiger in gleicher Anzahl oben bleiben, wie zuvor. 

Wir denken uns nun das fragliche Polynom (T) nicht nur nach den 
Coordinatencombinationen, sondern auch nach den Produclen der Elemente in 
Terme aufgelöst und fragen nach dem Aggregate aller Terme, die den Factor 
(f^, aber nicht qc^^ enthalten. Als feste Reihe der untern Zeiger sei 1234...fi 
angenommen. Die Permutation der obern Zeiger wird dann mit beginnen, 
aber sonst diesen Zeiger nicht enthalten. Damit nun die Aber 2 3 4... 11 
stehende Permutation keinen Kreislauf erzeuge, so muss nothwendig 1 als ein 
der untern Reihe fremder Zeiger darin vorkommen, da der ebenfalls fremde 
Zeiger schon ausgeschlossen ist. Folglich ist der Term auch noch durch 
Xg theilbar. Sondern wir nun den Factor (|)^i ab, so bleibt ein Term, wie 
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er nach der Definition der um einen Grad und eine Dimension niedrigeren 

1 2 3 n) &®hö^*®9 entspräche; 
und umgekehrt, wenn wir irgend einen Term dieser letzten Function (T) mit 
Cr)^i multipliciren, so haben wir einen Term der höheren Function (T). Da 
dasselbe auch für die Factoren (2)^29 (3)^3? • • • (n)^» bewiesen werden kann, 

so folgt, dass (T) sich für a?o = auf das Product von (j)xi+Q)ix^-\ ^"(n)^» 

mit der erwähnten niedrigeren Function reducirt. Da endlich die Definition 
auch (J)®®--®^""' als Anfatfgsterm von (T) giebt, so ist die Identität 
der definirten Function (T) mit der ursprünglichen T bewiesen. 

Es bleibt noch übrig zu zeigen, dass die Anzahl der Terme des Coef- 
ficienten einer Coordiuatencombination der Permutationszahl dieser letzten gleich 
ist. Setzen wir V = {a^)+ Xi + oh-^ — ^2?«)% so ist klar, dass alle Schnitte 
des Gebildes a;o^i^2**-^n = mit dem polaren Gebildein die lineare Gleichung 

Xif+Xi-l h^n^^ hinein fallen, und dass daher T= (iCu+^iH hiP«)'*"^ wird. 

Da jedes Elementproduct jetzt =1 ist, so ist ferner klar, dass die Anzahl 
solcher in irgend einem Coefficienten dem Coefficienten der betreffenden Co- 
ordinatencombination in der Entwicklung von (-Sr)""^* gleich ist. Man kann 
aber die Richtigkeit dieser Anzahl auch aus obiger Definition der Function T 
herleiten, wenn man mit x^^x^^ (a+/9 = «— 1), beginnt, dann x^^x^xl^ 
(a4-/34-y = «—1), betrachtet und so fortgeht, indem man immer den Satz für 
die niedrigere Stufe als schon bewiesen voraussetzt. Das Fundament der Be- 
weisführung würde dann sein, dass in der Entwicklung von 

(i+a>+6>+-)(i+(0-+(0-'+-)(i+G>+a>'+-)''- 

derCoefficient von a;'^ gleich ("+'*+ ^+"') ist, wo l+(*)«+(?)«'+- d«e 
Entwicklung von {i+x)' bedeutet. 
Bern, 1865. 
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Recherche des points ä Pinfini sur les surfaces 

algebriques. 

Deaxlime Partie. 

(Voir p. 112 de ce Tolume.) 
(Par M. L. Painvm k Doaai.) 



§. I. 

Definition et ordre de la surface asymptote. 

1. -Lia surface proposee ayant pour equation 

U = (p^ix, y, z) + tcp„,-i{x, y, z) + t''(p^2{x, y, a) + ... = 

requation du plan asymptole au point ä rinfini (-^ = -|- = — , /= o) est 

(1.) (P) x°§^+y^.-^i^+t<p^,{a,ß,Y) = 0, 
avec la condition 

Les plans asymplotes enveloppent une surface developpable, car les coefficients 
de requation (1.) ne dependent en realite que d'un seul parametre arbilraire; 
j'appellerai Developpable asymptote de la surface U la surface enveloppee 
par les plans asymptotes de V; ou, ce qui revienl au mdme, la surface cir- 
conscrite a la surface U suivant la courbe dMntersection avec le plan a Tinfini. 

Cette developpable est de la classe m(fw— 1); car, par un point quel- 
conque (ar,,, j^o^«,,, Q passent f»(m— 1) plans tangents (P), comme il est visible 
d'apres les equations (1.) et (P'*.). 

2. Lorsque Tequation de la surface U peut ötre amenee a ne plus 
contenir de termes de degre (m— 1), la developpable se reduit a un cöne 
que nous nommerons cöne asymptote de la surface. Dans ce cas, en effet, 
les coefficients de la fonction (fm-iix^y^z) sont nuls; par suite, les plans (P) 
passent constamment par Torigine et enveloppent evidemment le cöne 

(CO Vm{x,y,z) = 0. 
Reciproque: Supposons que tous les plans asymptotes enveloppent 
un cöne c. ä. d. passent par un point fixe ; nous pouvons prendre pour origine 
le sommet du cöne. L'equation de la surface, rapportee a la nouvelle origine, 
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etant supposee de la forme 

011 devra avoir 

pour loules les sohilions possibles (cf, ß^ y) de Tequation 

yw(«w^./) -■= 0. 

Ces deux equations doivent donc avoir une infinite de Solutions communes; 
ou mieux, loutes les generatrices du cöne (fmip^yV^z) doivent se trouver sur 
le cöne 9?m_i(iP, J(^ ä); ce qui est evidemment irapossible, a moins que la 
fonction du (w— 1)*^'"^ degre, y^_i(a?, y^ z\ ne seit identiquement nulle. Ainsi: 
„Lorsque les plans asymptotes d'une surface enveloppent un cöne, 

Tequation de la surface peut toujours ötre amenee a ne plus renfermer 

les termes de degre (w— 1)." 

3. Etudions maintenant la surface asymptote dans le cas le plus ge- 
neral. En designant par P le premier membre de fequation (l.^ nous aurons 
pour les equations d'une generalrice quelconque de la developpable asymptote 



dP 

da 


ÖP 

_ öp _ 


dP 


dtfm 


S'Pm 



da dß ay 

Fequation (1.) est une consequence des equations (2.). 

La droite {8) est parallele ä la generatrice G{a^ß,Y) ^" ^^^^ ^^^ 
directions asymptotiques, car cette droite passe par le point a Tinfini 

a ß y ' 

De plus, si nous nous reportons a Tequation (12.) [§. L, 1"*" partie] de la 
surface S^ on voit que les equations des plans des centres sont 

da ^' dß "' dy ' 

donc la generatrice {d) de la developpable asymptote passe par le centre de 
la surface S correspondant ä la direction asymptoHque parallele a cette 
droite {d), 

Le lieu des centres des surfaces (S) est une courbe dont les equations 
s'obtiennent en ^liminant a^ ß, y entre les quatre equations 

26» 
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» cc.i • 




9 A-» 


1' f7f« 


* ^7C.i 



MO ?i«««M. 0.Mi« 1 TmAm mt fcs strfaees algOriques. 

cac/ oa ^ 

L jpi« .te ji oisn«. Eem <«» CMtrcs. est le oombre de points oü eile est 
maotf« MT in püut ^bAcmm^K 

Mr~\f~Pi~Qt = 0; 

M auoür« «tf c«s pocat^ est «rfal am aoHbre des solntions commnnes aux 



--■>, 


'9m 




c=»— * 


i«' 


i«--i 


cm 


--v. 


--r. 




<^--i 


>i.-« 


.-y 


c.i 


.- X« 


-^•*, 


■rV, 


c^,-» 



= 0, y.(a,/*,y) = 0, 

-« 

V V /• (? j 

\tii$i. 4^ ^-M«rt^ i«9 Mr;fWn 5 1^12.) $.1., 1^ partie] decrivent une 
,virW //ntfY jks »— :} « tm $nenl: H ceUe eamrbe est mr la deeehppable 



l^^/cÄy «r oKdif <vwW iKt precisemeDt egal au nombre des arötes 
i^üdifx^m «m v>jitor «^ «firwÜMS «syviptotiqiiies^ si Ton soppose que ce cöne 
>vtt v^ jr&te^ j^wni ^ 5Mt «tifM^ c. a. d. n'ait pas d'ardtes multiples. Nous 
:v<vtti9^ ^tt\vc^ ^^iKsvfOvr i|«i^ b Mwfce« lieo des centres des surfaces S, n'est 
^^ : «ril^ «M' rv&cv«8$MM«t de b developpaUe as^mptote. 

i Cmmkit Wtj^ «hmk i|«e mkis allons developper presentent une 
svri^jttM^ s>Mi(f<i)^>iMN«^ 8 ^HM av«itaje««x de nodifier la notation que nous 

\^M» w w y fcji dWN»» kti' t Twm J Mw X. gy « par jp^ X2, o^; les quantites 
^>v ''v 'x t^ tjf^^^i^tiMrt I d M h w toMiM t b tiiieclMNi asymptotique seront rem- 
^>ih^ r* jK- *^x JK; I« fewÄM» »•vAir,*)» y^(^>Sf.«) seront repre- 
>a^«feü^^ W^^%\^^iW«l |«r •v*k*^>'^^ ♦('4t«k>«i)- Formanl le tableau 
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de ces changemeuts: 

on remplacera x, y, z, par Xi^ x^^ x^^ 

^9 ßy Yy " ^i\ ^*9 ^3; 

H>m{^yy,z) - u{xi^x2^x^y, 

y«_i(a;,y, a) - f>{xi^X2^x^). 
Suivant Fusage, nous poserons 

_ du ' __ d% _ dt 

nous conviendrons, en ouire, d'indiquer par Tindice snperieur la snbstitution 
des valeurs particulieres x^, a^, 0^3 aux variables Xi^ X2^ x^\ nous aurons ainsi 

u^' = u{x'l,a^,x'i), 

en convenant aussi ^'indiquer par la notation ( )» la Substitution ci-dessus 
mentionnee. 

5. Ces notations etant admises^ les ^quations d'une generatrice (J) de 
la surface asymptote seront 





• dP 


dP dP 


(3.) (<J) 


dx", _ 


dx\ dxl 

- u\ - «: ' 



avec «" = 0, 



eqaations dans lesquelles 

(4.) P = aj.ttj+a^i^+a'ji^+to". 
Nous poserons encore 

«11 «12 «13 

BH 



''" = '^. 



«11 «12 «13 

(5.) /r= M21 «22 «23 

«31 »32 «,3 

Le theoreme des fonctions homogenes nous donne les identites 

(6.) aJitti+aJattj+aJjWs = mu; 
(7.) XiUri-\-XiU^-\-XiUri = {m—\)Ur, oü r=l, 3, 3. 
La risolntion des trois equations (7.) par rapport a Xi, asj, ^, condoit ä 
(8.) XrH={m-\)[«iHri-\-UiH^+UiHri'\, DU r = l, 2, 3. 
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6. Les equations (3.) de la generatrice (cT) peuvent s'ecrire 

iTifiH + iCjttn + araWn + tei = ^«^i^ 

(9.) \ x,t^,-{-x,tii, + x,n'i, + tv'i = Iv'i 
avec la condition 

n{x'l,x'Ux';) = u'^^0. 
Mullipliant ces dernieres equations respeclivemenl par //," , H^[ , Ä", ; puis par 
/flu ^32 9 ^3^ <^tc* 6t ajoutant, on donnera aux equations de la generatrice la 

forme suivante 

i H\+G1t _ H\ + Glt __ H'x, + Glt 
(10.) ((J) ) < xl xl ^ 

lavec w"=0; 
en designant par les leltres 6^, Cj^ G^ les fonclions dont le type general est: 

(11.) Gr = v,H,, + t,H,, + v,Hr,, oü r = l,2, 3. 
En multipliant les trois egalites (11.) par Ui. Ui. n^^ et ajf)utant, on a, d'apres 

(8.) et (6.): 

(12.) u,G, + thG, + HyG, = Hf>, 

7. Remarques, l''. On voll encore, par les equations (10.), que 
la generatrice de la surface asymptote est parallele ä la direction asymptotique 
correspondanle. 

2''. Nous pouvons constaler aussi que les coordonnees du centre de 
la surface (S) sont, d'apres les equations qui le determinent et les notations 
adoptees, 



X, G, 


X, G. 


^, Gj 


t ~ H' 


/ ~ W 


/ ~ H 



la generatrice [d) passe donc par le centre de la surface 5 qui correspond 
ä la direction asymptotique parallele a cette generatrice. Nous aurions pu 
profiter de cette propriete pour ecrire immediatement les equations (10.). 

3". Si Tequation de la surface peut etre amenee ä n'avoir plus de 
terraes de degre (m— 1), les equations (10.) de la generatrice deviendront 

X, X^ J?, 



< " 



«(xV,x!;,ary)=0; 



il est alors visible que les generatrices (<?) decrivent le cöne ?/(a;,,aj,,X3) =0. 
4°. Lorsque la Solution (a;',', x". x") satisfaif , en outre, ä la condition 
H{aii , 4', ar!,') = 0, ou H" = 0, 
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les equations (10.) donnent, dans ce cas, /=:0; et les equations de la gene- 
ratrice {d) sont alors 

/ = 0, 

(P) xX+iJ^2f^+^3u'l+ti>'' = 0; 

cette generalrice est donc ä Finfini dans le plan (P). Cr le nombre des 

Solutions du Systeme 

H = 0, tt = 0, 

est egal a 3iw(m — 2): donc 

II y a 8ur la sur face asymptote 3w(m — 2) droites ä Vinfini^ paralleles 

aux 3m (m— 2) aretes tfinflexion du cöne des directions asymptoliques; ces 

droites sont respectivement dans les plans asymptotes correspondant ä ' 

ces aretes, 

Nous concluons de la que le plan a Tinfini coupe la surface asymptote 

suivant ces 3m (m— 2) droites, et, en outre, suivant une courbe du m^""^ ordre, 

laquelle est la courbe de contact de la surface asymptote avec la surface pro- 

posee U; donc la developpable asymptote est de Tordre 

m+3m(m— 2) ou m(3m— 5), 

resultat que nous relrouverons tout-ä-Theure par une autre methode. 

NB. II peut arriver, pour certaines valeurs speciales des coefficients, 

que la generatrice de la developpable, correspondant ä une ardte d'inflexion, 

ne seit pas a Tiniini. C'est ce qui a lieu dans la surface 

x\ + x\-\^x\'\-%tx^X2-\-f... = 0. 

8. Ordre de la developpable asymptote. 

L'ordre de la developpable est egal au nombre des points en lesquels 

eile est rencontree par une droite quelconque; nous resoudrons cette question 

en cherchant le nombre des generatrices (cT) rencontrant la droite arbitraire- 

ment choisie. 

Les equations de cette droite peuvent se mettre sous la forme 

«i ö. «3 ^' 

lou 

\xi = aiQ+Ait, 

}xi = a2Q+A2ty 

01, 02, 03; ^1, ^2, ^3, designant des constantes tout-a-fait arbitraires. 
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Pour obtenir rintersection de cette droite avec la generatrice (J), il 
faul remplacer iCi, X2^ x^^ par les valeurs precedentes dans les equations (10.); 
il vient alors 

X] xl xl 

Pour que les deux droites se rencontrent, il faut et il suffit que les valeurs 

de —7^ donnees par ces equations soient les mgmes, car les equations (13.) 

determineront alors les coordonnees -y-, y", y" du point de rencontre. Si 

nous designons par — Ar la valeur commune des rapports ci-dessus, on a, en 
eliminant les indeterminees Hq, t, et k, Tequation de condition 

a, x'i (?i+A,IP = 0. 
«3 x^, Gl+A,W 

Le nombre des generatrices (J) rencontrees par la droite (13.) est donc egal 
au nombre des Solutions {xi^x^^x^) communes aux deux equations 

öl Xl Gi+AiH 



(14.) 



JP(a?i, X2^ Xi) = 



= 0, 



^2 X2 G2'\-A2H 

Ö3 iTa G^ + AiH 

u{xi^X2^X:i) = 0, 
homogenes en Xi^ X2^ Xj. 

Or les fonclions Gi, 'Gj^ 639 H soni du degre 3(m— 2) en a?i, iCj, a?j; 
la 1*'* equation est, par suite, du degre 3(iii— 2)+l ou (3fw— 5); la 2^'"^ est 
du degre m; donc 

La surface dSveloppable asymptote est de Vordre 

N = m(9m-b). 

Nous remarquerons de suite que Tequation de la developpable asymptote ne 
depend que des coef&cients des fonctions « et « ou (p^ et (p,^i. 
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§. II. 

Influence des points doubles a Finfini de la surface U 

sur Fordre de la developpable asymptote. 

P. Identit^s. 
9. On a d'abord les identiles suivanles dejä ecriles (6.) et (7.): 

11=3 

(1.) XiUi+X2U2'{'X:^th = mu^ ou £ x^u^ = mu, 



(2.) 



\ n-=\ 



^ oü r = 1, 2, 3. 

En diiFerentiant une et deux fois les ideniites (2.), il vient 



OUn 



(4.) 



(3.) £x,^ = (m-2)«H, 



n=3 

£x. 



dxi dxj 



= (m-3)-^ 



car 



dUri _ dUjj 



dxj 



dXr 



dXr 



lir=3 



' "" ~ du„ ' 



N. B. Dorenavant, au Heu du signe sommatoire 2^ nous ecrirons seulement 

«—1 
n 

2^ en coiivenant dMndiquer par la qu'on devra faire la somme des resultats 
obtenus lorsqu'on donne a Tindice n les valeurs 1, 2, 3, dans Fexpression 
soumise a ce signe. 

Posant, comme nous Tavons deja fait 

«II «12 «13 

(5.) H=^ Uii Un «23 

«31 «32 «33 

on a les ideniites 

(6.) 1^«-^™ = ^' 

La resolution des equations (2.) par rapport ä Xr donne 

(7.) XrII={fn-\)ku,H^, oü r=l, 2, 3. 
Differentiant une, deux, et trois fois ces dernieres identites, on a snccessive- 
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ment, eu egard aux relations (6.); 

(8.) 



a..-^ = («.-2)^+(«,-l)l«.^, 



ÖHrn 



r>». 



(9.) 



dB 

dXr 

dB 



7]' 



"■S^ = («-2)S+C»-»)[^-. 



dXr 

dBr. 



dx, 
d*Bm 



Xr 



d*B 



(i»-l)[i'«. 



dXr 
dBrn 



dx. 






dXrdXi 

6*B. 









(10.)< 



ö'ir 



Ö»r dXr " dXrdx, 



[ 
[- 



, „Ott,. dB„ ,' d'B, 



dxrdx» 



\Xr- 



d*B 



dXr dxg dxi 



] 

[i:« ^'g- liti ^'^"' 1 



La differentiation snccessive des identites (6.) nous conduit a 

(11.) 



^3Um„ . ' dB, 



2^H..^.ku, 



■"• dxi 
dBm 



dB 

dxi 



(12.) 



dxi '• 

'dum dB„ 



dXi 



= 0, r^«. 



+^fi; 



dxi dxj 

d'Um 



J. Öttr. ÖJI, 



dxidxj 



^ött« öir, 



+^fl; 






2 



dxj dxi 

d'Br, 



dxi dxj 






dXidxj ' 



dXidxj 



-2W» 



dXj dXi 
d'B„ 



= 0, r^». 



dXidXj 
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Nous aurons encore a faire usage de ridentite suivante 



dUr^dUry 



= H^^Hr.—H^.Hr. 



ri 



Differentiant successivement par rapport a x^, Xjy x^^ on ^ ridentite 
ö'ff 



dXidxjOXk 



''* dxidxjdxk '*«*! dXidxjdXk 



(14.) 



dxidxjdxic dur,dur -^ 



dHr. d'Hr, 



dxi dxjdxk 



+8 

dxi dxj dxk 



' dXj dxjt 



dxi 



Ö« 

+ 10^- 



-jy.. . 



d'Hr^. 






*i ' dxidxjdxk ''i* dXidxjdXk 



dxi dxf dxk 



-8 



dHr, d'Hr, 



^ dxi dxj dxje ■ 

dxi dxjdxjt 

le signe j^ indique une somme de termes formes par les . combinaisons sem- 
blables des trois indices t^ j et k. 

10. Les fonctions G^ sont definies par les egalites (11.) da §. I.; on a 

(15.) Gr = ir, jy,., oü r = 1, 2 ou 3. 
On obtient en differentiant successivement: 






+ ^^"'~^' 



(17.) 



dxidxj 



^ ' dxj dXi 



(18.) 



d'Gr 

dXidxjdxk 



n 



dXi dxj 



SH, 



. dvn dH„ 

dXi dXj 

dxidXj ' 



dXfdxjdxt 
dxjt oXidxj 



^Än. 



d*v. 



^^dt>, d*H 



dXidxjdxk 
d^tn dHm 



+^ f!" fy^z +^ 



dxi dXj dXk 



dxj dxk dXi 



dXi dxjdxk 

27* 
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Nous deduirons de suite de ces formules les differences snivantes qui se pre- 
senteront frequemment dans nos calculs: 



(19) \x,G,-x,G, = ie.(x3^u-^.^3.), 
XiG^—XtGi = -2'e.(x,Äj,— jjjÄ,,). 



dxi oXj 



OXiOXj 



(21.) 



(22.) 



' dxidxjdxk * dxidxjdxk ~ 



'^*'-V^' ÖX,ÖX,ÖX* -*' dx,dXidXk J + ^ dx^dXjdx, (^«3.-ar,Ä,J 

0«»^ ' dxidxj * dxidxjJ dxtdxj v öj;* ^ ö»* / 

) 






+^l^(- 



^ dxjdxkJ dxjdxt\^ dxi 



-Xj 



ÖÄ5 



ö»i V dxjdxk dxjdxk J dxjdxt v*^ da?,- "^^ öa?* 

, " ör. (^ d'Hy. _ d'H,, ^ j. g'p. / oft» öff,. N 

' ^-^ä^^^ Öa^ö«» '^^ Öx,öx* Z'^'* Öa!<öx* V*^"ö^ ~'^'~ä^y' 



11°. Expos^ de la question. 

11. La direction asymptotique (x%x%a:^), coirespondant ä un point 
double do la surface ({/), doit satisfaire aux relations 

j til = 0, «5 = 0, 1^ = 0, 
(23.) et 

I o(xy,a!?,a:J) = i>'' = 0. 

Hemarquons qae lorsqu'on transporte les axes parallelement ä eux- 
nidmos, les termes du degre m (c. ä. d. du degre le plas elev6) dans reqnation 
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de la surface U ne changent pas, mais les termes du degre (m—\) sont älteres 
par cette transformaiion ; antrement, lorsqu'on modiiie la posiiion des axes de 
coordonnees en les laissant paralleles, la fonction (p^ix^y^i) ou u{xi^X2',x^) 
reste la mSine, mais la fonction y^_, {x, y, z) ou f?(a?,, Xq^ x^) change de forme. 
Nous allons demontrer que 

si Taröte (a^i^a;", a?y) est une arßle double pour le cöne tt(xi,a?2, ajj) = 
et situee sur le cöne »(rPi, o^j^oja) = 0, on peut, en generale transporler 
les axes parallelcment ä eux-mämes de maniere que cette arSte seit 
aussi une aröte double pour le cöne represente par Tensemble des nou- 
veaux termes du degre (m— 1). 

Soit en effet, Tequation primitive de la surface U: 

u{Xi^X2^Xz) + tv{Xi^X2^X3) + t'^w{Xi^X2^X3)-] — = 

ou, en supposant t=i: 

(24.) u{xi^X2^Xi) + v{xi^X2^Xi) + w{xi^X2^Xi) + ''' = 0. 
Posons 

Xi = ai + yi^ X2 = a2+y2'i ^^3 = 03+^3; 
Tequation de la surface prendra la forme 

(24^^) u {y, , y2 , ^3) + V{y, , y^ , yz) + W{y, , »2 , ^3) + • • • = 0, 

oü Fdesigne Tensemble des nouveaux termes du degre (m— 1), et a pour valeur 

(25.) V{y,,y2,yz) = «^iö~ + «2^ + a3^+r(»i,»2, 93). 

Or si Ton suppose les relations (23.) verifiees par la Solution (x^l^x^x^)^ on 
pourra disposer des arbitraires »i, 02, 03, de fa9on que les valeurs 

yi==x% y2 = x% yz = x'i, 

annulent les derivees premieres de la fonction F. En efret, ceci aura lieu, si 

(|^)^ = aiffn + a2u'l2 + a,til, + f>'l = 0, 
(26.) (|^)^ = o,i^\ + O2«^ + «3«!J3+t^5 = 0, 

Si Ton multiplie ces equations respectivement par x^l^ a^, 2^3, et qu'on ajoute, 
on trouve 
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ce qui est une identite, d'apres les relations admises (23.). Les trois equations 
(26.) se reduisent donc a deux equations distinctes; on pourra^ par suite 
transporler les axes d'une infinite de manieres«) de fa9on qne la direction 
{x\^x%x'i) soit une arßte double pour le cöne forme par Tensemble des 
nouveaux termes du (m— 1)^"'** degre. Dans cette transformation , les termes 
du m^'"'' degre ne changent pas; par suite, les relations qui ont Heu entre les 
coefficients de ces termes subsisteront encore apres le changement des axes. 

La proposition enoncee souffre cependant des exceptions. Si, dans 
les equations (26.), on regarde ai, o?, 03, comme des variables, on aura un 
Systeme de trois plans. Dans le cas general que nous examinons, ces trois 
plans se coupent suivant une möme droite; mais il arrivera que les trois plans 
(26.) sont paralleles, si (0:^,0^2,0^3') est une ardte de rebroussement du cöne 
«i(arx, 072, 0^3); il pourra arriver aussi que les trois plans soient ä Tinfini, si 
Tarfite [x^l^aii^x^l) est une arßte triple du cöne «(xi, o?2, 0:3); ce sont les seuls 
cas exceptionnels. 

12. Pour etudier d'une maniere complete Tinfluence, sur Tordre de 
la developpable asymptote, des points doubles ä Tinfini de la surface U^ il 
nous faudra donc examiner les cas suivants: 

1^' cas. La direction Mymptotique {x^l^ail^x^j) est une arete double ordi- 
naire du cöne « (o^i , a^^ , 0^3) et appartient au cöne f (o^i, o^2, 0:3). 
D'apres la premicre hypothese, on aura 

fil = 0, !!•,' = 0, f/3' = 0; les H^s^O; 

et, d'apres la remarque precedente, on pourra admettre que la deuxieme 
hypothese r(o?y,o?y,o?3') ou f?" = entraine les trois relations 

f,Y = 0, <?y = 0, r*3^ = 0. 

2""' cas. La direction asymptotique (oj\', o:", o?y) est une arete de rebrousse- 
ment du cöne 11(0:1, iCj^ 0^3) et appartient au cöne t? (ajj , 0:2 , 0:3) . 
La premiere hypothese entraine les relations 

«iy = o, «!i=o, Mi' = o, et jy;i = 0; 

quant ä la 2"^ hypothese, eile ne peut pas ötre modifiee, et Ton a la 
seule relation 

r" = 0. 

S'"** cas. La direction asymptotique (x^l^ai^^x^) est une arete triple du cöne 
u^Xi^x^^x^) et appartient au cöne »(xj, 0:2, 0:3). 
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La l^'*" hypothese exige les conditions 

fil. = 0; 
la 2*"^ hypothese ne donne lieu qu'a la seule relation 

ff' = 0. 

4"** cas. La direction asymptotique {x^l^X2^Xi) est une arite triple pour 
le cdne «(o^i, Xa^o^a) et une arite double pour le cöne «(xi^otq, 0^3). 
Cette double hypothese entraine les relations 

wl!, = 0; et f?y = 0, r!; = 0, r^ = 0. 

Nons allons faire maintenant la discussion de ces differents cas. 



IIP. Diso u^ 8 i n. 

Premier cas: 

13. La direction asymptotique (x^^a^^xt) est une arite double du 
cdne tt(a?i,a^j,iC3) = 0, ce qui donne 

(27.)i u'l = 0, 11!; = 0, f4^ = 0, d'oü 11" = 0; 
et fon peut supposer qu'eUe est aussi une arite double du cdne «(rcj, 0^,0^3) = 0, 
ce qui donne 

(28.)| r; = 0, r!; = 0, ©^ = 0, d'oü c" = 0. 

14. Pour determiner Tordre de la surface asymptote, nous chercherons 
le nombre des points en lesquels eile est rencontree par une droite arbitraire 
teile que 

ixi = (fa^+Aj, 
X, = (fOi+A^t, 
Xz = ffa^+A^t. 
En reprenant les raisonnemeuts du n''. 8, nous voyons que le nombre des points 
de rencontre ou Vordre de la surface asymptote est egal au nombre des ge- 
neratrices communes aux deux cönes 

Ol Xi Gg+AgH 



(30.) F{x,,x,,x,)=^ 



«j X3 G3+A3H 

(SO"'.) i»(xi,aj„x,) = 0. 



= 0, 
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Developpons la fonction F et ses derivees 

öl ( j?2 G3 — Xj 62) + ihi^iGi— XiG^) +(h{xiGri—X2Gi) 



\ 



(30.) F = 
Posant 

!Ei = 0263 — »362^ («1 =^2^3 — «3^2, 

E2 = (hGi—a^G^^ < «2 = a^Ai—axA^^ 

Ei = aiG2 — a2Gi\ («3 = «1^2— «2^1; 
on a: 

^^"^•^ SxT ^ j + ai(x2^3— a^3^2)-^+02(j?3^i— a^i^a) 3^+«3(^i^2-ii^i^i)-^ 

♦ f^'F _ 

j + «i(x2^~X3^0ä^g^+«.(^3^i-^.^)^9— +a3(x.^-A 

9E, ÖEi SIT dH 



1%5. Nous allons d'abord ecrire les relalions particulieres qui resultent 
des hypotheses (27), savoir: 

(27.), <=o, ti!;=o, ti!; = o. 

On conclut immediatement des identites (7.) 

(34.), fl" = 0. 
V. Puisque les Hr» ne sont pas nuls, la comparaison des equations 
rournies pnr les idenliles (2.) et (6.)^ ou Ton introduit les hypotheses (27.) et 
(34.). nous conduit aux relations 

(35.), Ä;', = i,x:=i,ar?; 
et nous poserons 

(35*»^), ^ = Ol. 

Les identites (8.) donnent visiblement 

(36.). (^)_=0. 
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2". Eu egard aux relalions (27.) et (36.), on deduit des identiles (9.) 

cette egalite aura lieu quelles que soient les valeurs respectives des nombres 
^9 ^9 iy egales ou inegales. D'un aulre cöle, les identiles (11.) donnent 
d'apres (36.) 

on conclut de lä 



<-^X = -("-')[^^«.]. 



Les relalions (35.), (35^'*.) et Tidenlile (3.) nous perraellent de transformer 
le second membre de celte derniere egalite, lequel devient successivement 

et on a definitivem ent 

(3^-)' (äl^:). = -('»-l)('»-2)c««^ 

3"". Eu egard aux relalions (35.) et (36.), les identiles (11.) donnenl 

puis, d'apres Tidentite (3.): 

(38.). \kuJ-^\{ni-'i)lMl, = 0; 

egalite qui a lieu aussi lorsque s = r. 

Si, dans cette derniere egalite, on fait successivement « = 1, 2, 3, en 
laissant a i une valeur fixe, et que Ton compare les trois equations ainsi 
oblenues avec Celles que fournit le groupe (2.) dans le cas actuel, on ob- 
tient les nouvelles relalions 



(89.), 








9 
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16. Nous allons maintenant demontrer que la drohe {x^l^x^^x^l) est 
une arele double pour les deux cönes F ei u [n"". 14], et que les plans tangents 
suivant celte aröte double sont les mgmes. 

1"". D'apres les relations (28.), les valeurs (15.) des Gr sont nuUes, 

et Ton a 

(40.) (7,^ = 0, Gi = 0, (73* = 0; 

et comme fT' est aussi nul, on voit que Tarete {x^l^ x^^ x^i) appartient egalement 
au premier des cönes (30.), savoir au cöne F{xi^X2^X:^) = 0. 

2\ D'apres les relations (40.), (34.) et (36.), Texpression (32.) des 
^ — ne depend plus que des binömes de la forme 

56?, 5(?, 






or, eu egard aux hypotheses (28.), la valeur (20.) de ces binömes ne depend 

plus que des quanlites 

[xiH^^ — x^H^^)^ 

quantltes nuUes, d'apres les relations (35.). Donc 

c. a. d. que la droite {x%ali^xi) est aussi une aröte double pour le cöne 
F{xi^ a?2 9 ^3) = 0. 

3^ Les relations (28.) et (35.) nous donnent pour les valeurs (16.) 
des 



dxi 

et, d'apres (28.): 

4^ Eu egard aux relations (40.), (42.), (36.), la valeur (33.) des 

se reduit ä 



dxidxj 

+ a2(...) + -— 
D'apres Tegalite (37.), le second terme a pour valeor 

-a,(4^-4^)(»-l)(i»-2)«>.<. 
La 1'" expression, dont la valeur est fonmie par les formales (21.), se reduit. 
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en vertu des egalites (28.) et (35.), ä 

» dt>. ( oft. ^ öftn V V ^'^« r • ^^3« Oft. \ 

La rediiction de ces sommes s'opere aisement a Taide des relations (39.); et, 
si Ton tienl compte des hypolheses (28.), on a definitivement 

'«■) (^). =«<. 

en designant par R la quanlite suivante independante des indices i et j 

Or requalion des plans langents au cöne F suivant Taröle double (j?Y, a4\ a;") est 

cette'^equation devient, en y substituant les valeurs (43.): 

a;^My, + a?2«"2+ii^3«33 + 2a:2a?3«^3 + 2a?|a?3w"3 + 2xi^ = 0; 

c'est precisement Tequation des plans tangenls au cöne «(a;,,a:2,a?3) =0 suivant 
Taröte double {x'l,x%x'i), 

Comme consequence de cette analyse du 1"' cas, il resulte donc que 
Les deux cdnes F{xi^Xi^Xi) et u{xi^X2^X3) ont en commun six arites coii»- 
cidant avec la generatrice (ici', ar", X3), 

Deuxieme cas. 

17. La direction asymptotique (a;'/, a?!/, o;") est une arSte de rebrousse^ 
ment du cöne u {xi , X2 ^ x^) ; on doit donc avoir d'abord 

(44.), «y = 0, tü = 0, tö = 0, d'ou w" = 0, 
puis 

(45.), m. = 0, dMü /f" = (45^^); 

de plus cette arSte appartient au cöne c(a?i, a?2,a;3), et Ton ne peut pas 
supposer, en g^neral, qu'elle en soit une aröte double; on a donc la seule 

condition 

(46.) f>'' = 0. 

Nous allons chercher encore le nombre des ardtes communes aux deux cönes 
(30.) et (30^**.) et coincidant avec la generatrice (a^y, a^j, a?y). 

18. Les relations etablies dans le 1**' cas ne 9ont plus applicables ici, 
car les identites (2.) et (6.) ne fournissent plus des systemes d'equations 
distinctes. 

28* 
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V\ Les relalions admises (45.), ou J/,, = 0, enlrainent conime con- 
sequence immediate 

(47.). u'r. = flr.flr,. 

En effel, on peul loujours poser 

Uli = g'ig'i, Wi3 = g\g3, u^z = kg'.g:^ ; 
en cherchant ä verifier les relalions (45.), on conclut 

or on peul encore poser 

gi — g\ 1 ^j fl'i — -^ ^ fl'i — -^ , 

fl^n 5^2 9 ^3^ ^^ö'*^ d® nouvelles indelerminees ; on arrive ainsi aux valeurs (47.). 
Les idenliles (2.) donnenl alors 

(48.).. x';g, + a^g, + x'ig, = 0; 

et les idenliles (8.) conduisent a 

En ayant egard aux relalions (44.), (45.), (47.) el (49.), nous conclurons des 
idenliles (9.) 

apres avoir remarque que les identites (11.) nous conduisent, d'apres (45.), 

(47.) et (50.), ä 

2*". En supposanl j = i, les idenlites (12.) donnenl, d'apries (45.), 
(47.) el (49.); 

dusi dHri . du^ dHr7 , du^z dHrz __ _, ^ d^Hm 

dXi dx, "^ dx, dXi "^ dx, dXi "" ^9s^9n Q^, , 

en supprimant, pour un instant, Tindice 0. Posons 

l'egalite precedente devient alors 

L dxi dxi "^ dxi dXi "^ dxi dxi Jo "■ S^SI'^n, 
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egalite qui a lieu aussi pour 8 = r. Faisons-y successivemenl «=1, 2, 3, 
et resolvons les trois equalions obtenues par rapport aux 
par exemple 



duii dun 



(i.) 



dxi 
du2i 



dxi 
dXi 



dxi 

dU22 

dxi 
ÖM32 



dxi 

dU23 

dxi 

ÖM33 



\dXi 



) = A,. 



9i 



dxi dxi 



9i 
92 

93 



aux 


öx, ' 


dui2 


ÖU13 


dxi 


dxi 


dU22 


ÖM23 


dx, 


dxi 


Sun 


duzz 



on trouve 



dXi dxi 



D'un autre cöte, les idenliles (3.) deviennenl, d'apres (47.): 

Faisons encore, dans celle egalile, « = 1, 2, 3 et resolvons les trois equations 
obtenues par* rapport a J7i, (^2, 0*3; on a, par exemple: 



(II.) 



ÖWii 


ÖM12 


01*13 


dx, 


dXi 


dxi 


dU2l 


dU22 


dU23 


dxi 


dXi 


dXi 


ÖW31 


9t/32 


Ö«33 



■X'l = (l»-2)sr, 



dXi dXi dXi lo 



9i 
92 
9i 



dui2 dui3 
dXi 

dU22 



dxi 

du23 



dXi 

dU32 

dXi 



dxi 

3m33 



dXi 



Divisant membre ä membre les egalites (I.) et (11.)^ nous conclurons une 
relation comprise dans le type general suivant: 

II resoltera, en outre , de Tegalite -^ = -^ 



(53"".) 



Ar. 






La Substitution de ces valeurs dans les identites (12.) nous donnera, en tenant 
compte des relalions (45.), (47.), (53.) et (3.); 

(^•)' »■(^)+».(^)+».(-^). = -(^.».+^«»)i 

cette egalite donne Tegalite (52.) comme cas particulier. 

3"^. Si Ton combine successivement avec la relation (48.) les relations 
(52.) et (54.), et qu'apres avoir attribue ä i et j des valeurs speciales 1, 2 
ou 3, on elimine alternativement les quantites ^i, ^29 ^3? on sera conduit, 
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apres avoir pose: 









au groupe des relations suivantes: 

S"! 9t 9, 

(56.), ,' <i-2arM^ ^ ^ ^ y'3 + 2gMr^ 
^1 9t 9i ' 

jr"+2a!.M., ^ Jif"2-2a;:4., ^ <3 . 
i^i J, 9t ' 

^r,! + ^* ^ri Xl Ar3 Üfr.i X* A,^ _ Üfr.i •\'X\Ar\ 

9, ~ 9t ~ 9z ' 

= gl,i. ■^ / Kr,i -j-xlArl Kr,i + X*, Arj — x] Art _ Üfr,3 — X* /4,3 

' ■'' * ffl ~ fl't ~ fl'» ' 

Kl't-x', Ari ^ K'r*2 + XlA,^ _ K'r'3+X*Ar,-xlAr, 

9i 9t 9t 

En tenant compte des relations (53'"'.), (54.) et des valeurs (55.), on verifie 
facilement Tegalite 

(57.), 9iKii,+9,Kl+g,Kl = 0. 

4". En ayant egard aux relations (44.), (45.), (47.), (49.), (50.), 
(51.), (52.), (54.) et ä l'identit^ (3.), on d^duira des identites (10.) les valeurs 
suivantes : 

5". Si Ton elimine successivement les qaantites ^i, ^i, ^3, entre les 
deux relations (48.) et (57.), on en condut Tegalite des rapporis 

,-Q. xlKt-xlIff,, _ x\Kt-x\lä., _ x\Kl-x\K^,. 

(59.). ^; - -,; J^ - «>. • 

Nous determinerons la valeur des rapports (o*/ a Taide de i'identite (14.). 
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£n tenant compte successivement des relations (45.), (49.), (50.)^ (^3.), 
(55.), ridentile (14.) devient, en supposant, par exemple, « = 2, «i = 3 

la somme j^ s'etendant aux combinaisons des trois indices i^ j, k, 

Si maintenant on donne a r et ri des valeurs particulieres, et qu'on 
ait egard aax relalions (öS*^'*.), (58.), (47.) et a la definition (59.) des w^, 
on trouvera pour les valeurs cherchees 

(59»^^), < = -(m-l)(w-2)^,.<. 

19. Nous allons constater maintenant que la droite {x^l^x^^x^i) est 
une aröte de rebroussement pour les deux cönes F et u, et que le plan tangent 
de rebroussement est le möme pour tous deux. 

1"". D'apres les relations (45.), les formules (15.) donnent 

(60.) G'; = 0, G^ = 0, GS = 0; 

et comme la quantite H est evidemment nulle, il en resulte pour la valeur 
(30.) de F 

(61.) F'' = 0, 

c. a. d. que Tarete {x^l^aii^x^) appartlent au cdne F{xi^X2^x^) = 0. 

de 

2°. Eu egard aux relations (45.) et (53.), la valeur (16.) des -g-^ se 
reduit a 

et comme rf^ est nul, d'apres Thypothese (46.), il vient 

En vertu des relations (45.), (49.), (60.) et (62.), les formnies (32.) donnent 

(«3.) (0=0; 
c. a. d . que la droite {x^ , x^ , x*^) est une ardte double pour le cöne F{xi , 0^2 ? ^3) = 0. 
3''. Calculons enfin les ^ ^ definies par les equations (33.). 

D'apres les relations (49.), (50.), et (62.) la valear (33.) de -^^ 
se reduit ä 



8/ ö'e, ö-e, N 
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or, eu egard aux relalions (45.), (53.) et (53*"\), Tequation (21.) nous donne 

'^ dxidxj ^ dxiöxj "^ ^ dxidxj ^ dXidXjJ'^ 

par suile, d'apres les notations (55.), 

II nous reste ä determiner les sommes qui se trouvent dans le second membre. 
Fosons, pour un instant, 

(1".) si = st^iK^ = r';Ä;^+c';Ä^.+t>yÄ^,- 

OH a, en outre, d'apres (57.), (48.) et (46.): 

(3°.) = g^x'l^-g.x'i+g,x'l% 

(4".) = «" = xyf';+ x'wi+x'wi • 

Eliminant d'abord les x^ enlre les equaüons (3".) et (4".), il vienl 

(-50 N g.r;-g,r; ^ g.g!-g.c; ^ g.p;-g«p: ^g. 

X* xl x] • 

puis eliminant les /f,,^ entre les equations (1°.) et (2°.), et tenant compte de 
l'egalite des rapports precedenls, on trouve 

flr.s? = e{x'm\-^im,;). 

Et enfin. d'apres les relations (59.) et (59*'".), il vient definitivement 

(64.) S? = ryA-^+ryÄ*.+ryÄ-^^ = -<?(i»-l)(m-2)^,.<. 

Nous auroiis, par suite, pour la valeur (I.) de ^ ^ — : 

OXi ÖXj 

dj;.^;j. X ^ -^(»-lX»»-2)(oifl'i+«hyj+a3«7i)<. 

etant une quantite dont la valeur est independante des indices t et j. 

Or requation des plans tangents au cöne F(X,,X2,Xi) suivant Taröte 
double (xV. J-". J-") est 

oelle equation devient. en y substiluant les valeurs (65.): 

jiwu + x5tf"2 + J3wy3+2j>Xjw"3+2x3Xiii',3+2x|X^^ = 0. 
ou 

i^igi + x^gi+xyg^f = 0: 
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ce qui est prtcisiment Tiquation des plana tangrenta an oöne u(xijW2^Xi)^0 
suivant Tardte de rebrouasement (x% 0/2^0^. 

Comme conseqüence de cette analyae, il risulte qne, dana ce 3^* caa, 
Le$ deux ednes F{xi^X2^x^) et u{xi^X2^Xi) ont en cofmmm $ix arites coin- 
eidamt a/vee la gtnSratriee {x^ ^, a^. 

Treistöme ca& 

30. La direetian atymptotique (a?i , d$, a^) at tme arite Mple paur le 
eöne tf(xi, 0^,0^); on doit donc avoir 

(66.)3 t^ = 0, quela qne aoient r et $; 
et, em aubre, cette draite eit mne arite Simple dm eöme 9(xi^X2^Xi)=sO; d'oji 
la relation luiiqne 

(67.), e'' = 0. 

31. l^ Comme consöqneDce immödiate des hypotheaea (66.)i on a d^abord 

(68O3 t« = 0, nS^O, fiS = 0, d'oüt^ = 0; 
(68«*0, J5r = 0; J5r?. = 0. 
Loa identitea (8.) et (9.) donnent enanite 

dB 



K^). = «. 



Lea qnantitöa J7,.« ötant dea fonctiona homogenes et dn aecond degr^ par rapport 
anz Urt, on a övidemment 

et lea idenUtes (10.) donnent alors 

(«•)■ (^;^).= »- 

3"". Differentiant encore une fois los identitöa (13.), et introdaisant les 
bypotheses actuelles, nons trouverons 

^ ^ dxi dxjdxk dxj dXido^ 

Faiaona d'abord k^j^i, pnia donnona k $ les valeura 1, 3, 3; les 
trois öqnations ainsi oblennes, comparees avec Celles qne fonrnit la relation 
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lonqa'oD y donne aiusi a « les valmin 1, 2, 8, nons condniront aus relatiou 

C d*Hn \ /a*g>a \ /^JT^ N 

(72.), -^y— = — ^j— =— — . 

Ea ögard k ces deniieres relations, rögalit6 (I) noas oondaira, A Tiide 
d^nn calcul semblable an precödent, aox dqaations 

d'Hri \ f h*EA \ f d'H, 






(72'«.)» ^ 

22. Nous allons eonstater maintenant qoe la droita (o^^a^^o^) est 
anssi mie ar^te triple poor le c6ne Fißx^m^^^^^^. 

D'apres les relations (68.) et (70.), les formoles (15.) et (16.)'doiuient 
d'abord 

(73.) Ö5! = 0, (■^).-0; 
et, par soite dea relattona (68.), (70.), (72.) et (67.), lea formulea (17.) donnent 



^ *' \ dwidwi K 



Lea öqaatioiia (30.), (32.) et (33.) donoent alors immidiatement 

(w.) r=«, (0=0, (^).=o. 

En pcoasaiit plus loin les calcids on constaterait qoe les d^F ne sont ni nuls, 
ni propoitionnels anx d^u. L'arMe (a^^ xS, a^) est donc triple poor les denx 
cönes F et u; par cons^qoent fet deux ednes F{xi^X2^x^) et u(xi^X2^x^) 
ant m eammm neuf arite$ eameidami aeee la giniratriee (fl{, ^2, Xj). 

(tnatriime eas. 

23. La directian atyn^toHque (a^, o:^, o^O at m$e arite triple pour 
le cöne «(a?i, 0^,0^3); c. a. d. qne 

(76.)4 t^rM = 0, qnels qne soient r et $; 

et est, en mime temp$, tme arite double paur le cOne e(xi, 0^,0^); c. a. d. qne 

(77.)4 ej=:0, eS = 0, eJ^O, tfoü e"«0. 

24. Les relations des n"^ 21 et 22 sont applicables i ce cas; les 
formnies (18.) nons donnent en ontre, d'aprös (77.): 

d'Gr 



(»8-). (äÄ-).-"' 



et on condat imoiödiataiiient de ridenlitö (33.)i aprös ravoir difförratiöe, 

e. k. d. qoe la drotte (a{, a$, aS) est one ardte quadruple pour le oöne F. Donc 
Le$ deux eönes F{x^^X2^x^) et u^Xi^x^^x^) ont m eammm äouMe 
ßrttet comddatU anee la gh^tratrice {aP^^a^^a^. 



IV^ Conolniion g^n^rala« 
35. Nou8 yenons donc de dimontrer que, lorsque la surface U poasMe 
un point double i Tiniuii, les deux cönes (30.) et (30 ^^) 

F{xi , «j, a:,) = 0, »(«m a?,, a:,) = 
ont en commun, en geniral, iix ar^tes coincidant avec la direction asymptotique 
ipii^ali^ail) correspondant au point douUe. Lorsque Tardte (o:?, d^^o^) est 
triple pour le cöne u{xi^X2^ x^) == 0, les deux cönes auront en eommbn neuf 
ou doMe ardtes coincidant avec Tarnte (a$, 00^1,0$), suivant que eette drolte 
est une ardte simple ou une ardte dodble du cdae fD{xi^Xt^x^ = 0. On sait 
d^ailleurs que les Solutions communes k ces deux cönes ddterminent tous les 
points en lesquels la surface asymptote est reocontrie par une droite quel- 
conque, et fönt, par suite^ connaltre Vordre ie cette d^veloppaUe. 

Or, pour (xic=:aP^^X2^a^^x^^a^)^ les equations (10.) $.1 de la 
gin^ratrice (<f) correspondant a cette direction asyraptotique se riduisent a des 
identitös, puisque les quantitös H et O, sont nuUes; il n'y a plus, en effet, 
de plan asymptote, il n'y a plus de generatrice {d) correspondant a la direction 
asymptotique (o^i, a4', a^O- 

Par cons^quent, le nombre des göneratrices ((^), rencontrees par la 
droite arbilraireaMit choisie, sera egal au nombre des ardtes -communes aux 
deux cönes F(xi,a^2, o;,), u{xi^X2^Xi) et distinetes de Taröte (a^,a^, a§); 
c. ä. d. egal a 

[i»(3#i^5)-63, ou [m(3m-5)-9], ou [si(3m-5)-13] 
suivant que la direction asymptotique (x^, j^', x^i)^ qui determine le point double^ 
est une aröte double du cöne «(a?i, a^^^^s); ou, une aröte triple pour le cöne 
u{xi^X2^x^) et une aröte simple pour le cöne e(a?j,a^^a^); eu, une aröle 
triple pour le cöne u et une aröte double pour le cöne €• 

29» 
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Donc 

26. Lanque la mrfaee U a um pamt double ä tmfim, tardre 

N = «i(3m-5) 

de la iurface aij/mptote e$t dimmui^ em giuiral, de $ix umti$. Lanque la 
directum aigmptotique, earreipaudiaut au pakU double, e$t um arile triple du 
^^^M H>m9 lo dimmution $era de ueuf ou de dou%e umtie suhant que eette 
direetiau $era uue arite simple ou uue arite double pour le cöne ^«.i . 

Ces demiers cas se prise$Ueront respeetieement lorsque le cylindre 
asymptote, correspondamt au poimt double, se ridmra d deux plans dont um ä 
tim/bU, ou ä deux plams ä Vimpm \jbP^ 25 et 36^ 1^ partie]. 



Recherche des directioDs asymptotiqaes de la surface asymptote. 

27. Ponr los recherches qai noas reslent k faire, nons noas placerons 
dans le caa gönöral oü la surface proposee V n'a pas de pointo moUiples a rinfini. 

Neos compl^teroiia d'abord Titude precidente en cherphant a diter- 
miner rinfluenee des arötes donbles du c6ne des directions asymptotiques sur 
Tordre de la surface asymptote, en supposant toujours que ces ardtes doubles 
ne correspondent pas a des points doubles a rinfini sur la surface U, c. k. d. 
que cette ginöratrice du cöne u{xi^X2^q^) n'appartient pas au cöne ^{xi^xt^xj). 

P. Inflnance des ardtes doubles du cöne des directionB asymptotiques, 

28. Considörons une aröte {sSi^cäi^a^ que nous snpposerons double 
pour le cöne ff(X|,«i,a^) = 0, c. &• d. que 

(79.) i^^O, fiS = 0, 15 = 0, d'oÄ 1^ = 0; 

et admettöns, en outre, que cette aröte n'appartient pas au cöne e(xi,a?2,a^) = 0, 
c. i. d. que 

e" ^ 0. 

Nous aureus k examiner deux cas: la droite (of^a^^a^ est une aröte double 
ordinaire du cöne uixi^x^^Xy)^ ou eUe en est une aröte de rebroussemenL 



(80.) , .. 
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Prenier eas. 

39. La direetiom atj/mptotiqme (0^,0$, a$) est tme arile doubte dm 
edne «(d^j, «^, Xs\ c. ä. d. qae 

,5 = 0, «5 = 0, t«=0, d*oii 1^=0, 
et H?, ^ 0. 

L«s rebtioiui in n". 15. sont applicables k ce eas. D^apres (35.), les valears 
(15.) des Or sont 

(81.) iGrX = A,(«-l)e»; 
et, ea igard i ces yalevrs et i la relatton (34.), röqaation da cdne (30.) devient 

•i «« A, 
-P(a!?,a«,aS)= «, a« i, (i»-l)e» = 0, 
«b oS A. 
car Ar => <oa^i 
donc le cöne F(Xi^xt^x^) passe par Tardte double (of^a^^a^. Nons cal- 

-^J et nou conalateroiia qoe leur yaleura sont dif- 
fArentea de zöro. Ainsi 

Le$ cdne9 F{xi^Xt^x^ et u{mi^Xt^m^) atU em eo mmm deux arite$ 
eameidmU acte VotUe (4,a^,a^. 

Deoutae eas. 

30. La direcHoH oigmptotique (a$,a:S,a§) ef< ime arite double de 
rebrauaement pamr le edne «(^i, 0^,0:3); c. i. d. qoe 

W? = 0, fiS = 0, i«==0, d'oü 1^ = 0, 



(82.) , _ 

' ^l H!f,:= 0, qnels que soient r et t; d'oü JST' = 0. 

Les relationa du n"". 18 sont applicables k ce eas. D'apres (45.), les valears 
des Or sont 

(83.) Or = 0; 

U en rösulte immödiatement F^ = 0, On a, en oatre, (20.) 

(»4.; j 

( dV^s (53.) = [i^(a«4-a§a!S)] = 0; 
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la rarface asymptote; car k ane ardte du cöne if(a?i9^9^) correspond une 
gönöratrice parallele de la surface aaymptote et une aenle. 

Mala r^tude des arötea dMnflezion et des ardtes doublea du cöne 
11 (xi, X2^Xs) Ott 9m Ta nons permettre de conatater Texiatence dtantrea syatimes 
de directiona asymptotiqaea ponr la anrface asymptote. 

Premier cas. ArMea d^inflezlon. 
33. Snpposons qne la droite (d{,a^, a$) seit une ardte d'inflezion du 
cöne u{xi^X2^x^)^ de aorle qne 

(85.) u{x%aS,a^)^0 et J5r = 0. 

Cherehona rinteraection de la sarface asymptote par une dnile quekonque 
parattile ä tarite imflexum (x^g^ odi^ x^) ^ savolr (^t, Ai^ As ^tant des con- 
Stentes arbitraires) 

(86.) ^<-/.< ^ ^«"^< ^ «>-^< , 

^ ^ «I ^l < 

Le nombre des gtoöratrices (d) rencontries par cette droite sera ögal an 
nombre des arötes commnnes anz deux cönes 

aPi «1 Gi+A,H 
gäi xt Gt+A^H 
a^ xs Qs+A^H 

Nons allons donner de snite los diveloppements de la fonction P et de ses 
dMToes, d^yeloppements qni nous seront ntiles ponr ce eas et les smyants. 
On a d^abord 

(87.) F,=(a«x,-a§a^)(ö,+^jy)+(a^,-a«a:i)(öa+^ 

Posons 

(88.). Uo,-4ö, = Ä,, Ä = abM,-a:y^, 

on anra alors 

(8».) ^ = 8(«««^-^*»)(^+^i^)-Ä.-Ä^, 
pnis: 

(90, a'F. i 8(-^^-»ä^)(-gV+^.-^)l 



(87.) F»(«„a>„aj,)^ 



= 0, (87«*.) •«(«„ xt, «,) = 0. 
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et enfin 



(9t.) \ 8W«.-'««.)(^ss|fe-+^':55^) 

d'Bk d'Ej d% o a'g Q d^H Q d'H 

d9idxf Bxidxk dwidwk /^ dxidxj "* da^Ar* "^ dxidxt' 

34. Revenons k la qaestion. ü est d^ebord yirible qoe Taröte 
(a^i9^9^) appartient aa cöne (87.) Fi{Xi^X2^x^)=^0. 

Nous allons dimontrer, en outre, qne lea deiix cönea F^ et u se toachent 
goiyant cette ^niratrice commune. 

En effet, faisant Xi^a^^ ^"==^9 ^=^§9 et ayant igard anx relationa 
(85.), lea öquations (88.) et (89.) donnent, par exemple, 

(^). = ^<«-«<^- 

Or ndenUti (18.) $• I- «t 1« l*'* des relations (85.) donnent 

Par r^limination saecesriTe de «S« «S* «S ces deox igalitte condoiseBt a 

•! *»: «: 

•g-i-^ , on voit 
que riqnaüon 

'.(^).H-»^(^).+-.^). = 
du plan tangent an o6ne Fi^Xi^x^^x^) suivant Taröte (afl^a^^aS) devient 

x,^,+x,^+x,t^ = 0; 
o'eat prici8^ment r^quation dn plan tangent an cdne u(xi^X2^x^) suivant cette 
mdme ardle. 

Le8 deux cönes (87.) ont donc en commun Taröte (x^^a^^a^) et ae 
touchent 8uivant cette arMe; par suite, ils n'auront plus en commun que 
[ffi(3ffi — 5)-2] autres arMes distlnctes de Tardte (0^^0:390^3); mala, a une 
aröte d'infloxton correspond, en genöral, pour la aurface asymptpte une draite 
ä tinfini dana le plan asymptote parallele au plan dMnflexion du cöne 
•»(«ri9 0»i9«s). 
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Par consequeiit : Une droite quelcongtie parallele ä une arite d'inflexion 
{x^ai^^s^i) du cone des directions asymptotiques, c. ä d. pMsant par le point 
ä tinßni 



^^ xr -" xi 






ne rencontre plus la surface asymptote quen [m(3iii— 5) — 2] points distincts 
du point oü eile rencontre la generatrice ä tinßni; par suite, eile rencontre 
cette generatrice ä finßni en deux points coincidents; donc le point I ä Vin- 
fini est un point double de la surface asymptote. 

Nous ferons plus loin quelques remarques relatives au cas oü ia 
generatrice {S\ correspondant a une aröte d'inflexion, est ä distance finie. 

35. Imaginons maintenant une droite queiconque 



X. 






A,t 



«1 «. fl. ' 

situee dans le plan asymptote 

x,u1'\'X2ta+x,u'i-^tvix'i,x'i,xt) = 0, 
qui correspoud a fardte dmflexion {x^ail^x^^); de sorte qu'ou a les relations 

(92.) !aX+fl2«5+«3iii' = 0; 

Le nombre des generatrices de la surface asymptote rencontrees par la droite 
en question sera egal au nombre des ardtes communes aux deux cönes 

»I iPi Gi+AiH 

(h X2 G2 + AjU =0, «(a?i, ^2,0:3) =0; 

Oj X3 G^ + A^H 
equations dont la forme est identique a celle des equations (30.). 

Ces deux cdnes ont en commun Tarele (0:^,04^0:3); car si, apres avoir 
remplace X|, 0^2^ x^ par x^i^ a^^ x^ dans Tequation du cöne F, on multiplie 
les colonnes du determinant respectivement par <, ii!/, ny, et qu'on les ajoute 
en ayant egard aux relations (12.) $. I. et (92.), il vient 

a, x'l G^^A.H'' 



F(j?,, 0^,0^3) = 




qpiantite evidemment nulle. 
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Ol', eu egard aux relalions (45.), (53.) et (53^''.), requation (21.) nous donne 

' dxidxj ^ dxiöxj """ "^ ^ dxidxj ^ dXidXjJ'^ 

par suite, d'apres les nolalions (55.), 

II nous reste a determiner les sommes qui se trouvent dans le second membre. 
Posons, pour un instant, 

(1».) Sy = Sf^lK^ = r';/f/>.+e';Äif,.+ryÄ>;,.,- 
on a, en outre, d'apres (57.), (48.) et (46.): 

(2".) = i7. Kl^+g^ K^^+g^Kl; 
(3°.) = gix'l+g,x^+gix'h 
(4°.) = «" = xWl+xWl+xWi- 
Elimiiiant d'abord les Xi entre les equations (3".) et (4".), il vient 
■ rfiM g.p'- g»"» _ 9i<—9,vl _ 9,f>l-9tV' _ä. 

puis eliminant les Ä,,^ enlre les equations (1°.) et (2".), et lenant compte de 
regalite des rapports precedenls, on trouve 

g,m = e{x'iKi{r-x^iKi\;). 

Et enlin, d'apres les relations (59.) et (59'"'.), il vient definitiveinent 

(64.) S? = r';Ä;^+c!,'Ä-^,+r!,'Ä-^, = -Ö(»i-l)(m-2)^,.<. 

Nous aurons, par suite, pour la valeur (I.) de ^ ^ — : 

OXi OXj 

etant une quantite dont la valeur est independante des indices i et j. 

Or requation des plans tangents au cöne F{xi^X2^Xi) suivant Tarete 
double (x% x% x^i) est 

cette equation devient, en y substituant les valeurs (65.): 

xiUn + x]un + xlu%+2x2X3f^3+2x3XiU%+2xiX2ffi2 = 0, 
ou 

{xig^ + X2g2+Xig^f = 0; 
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ce qoi est prtdsiment T^ation des plana tangents au o6ne u{Xi^X2^Xi)^0 
suiTant Tardte de rebronasement (x^al^^a^. 

Comme consiqnence de cette analyse, il risalte qne, dana ce 2^* cas, 
Lei deux c&ne$ F(xi^X2^Xi) et u{xi^X2^x^) ont em cofmmm $ix arttet eoin- 
ddmU aeee la gintratriee (x^^ a^^ a^. 

Troisiime cas. 

20. La dfrecHan MymptoHque {a^^ a$, a$) e$t ume arUe Mple paur le 
eöne u^Xi^x^^x^); on doit donc avoir 

(66.)3 t^« = 0, qnela qae wient r et $; 

et, en amlre^ eette droUe e$t mne arite simple dm edne 9{xg^X2^Xs)^0; d*oJi 

la relation noiqae 

(67.), r'' = 0. 

21. l^ Comme consöqaence immödiate des hypothösea (66.)) on a d'abord 

(68.)s nS^O, dS=:0, t« = 0, d'oii^^O; 
(68«*.), fr=:0; Ä?. = 0. 
Los identitöa (8.) et (9.) donnent enanite 

dir 



K^). = «. 



Loa quanütea Hr^ itant des fonctiona homogenes et du aecond degr^ par rapport 
anz Urt, on a öyidemment 

et loa identitea (10.) donnent alora 

^ *'* \dXrdxtdXiA "" 
2"". Differentiant encore une foia lea identitea (12.), et introdniaant les 
hypotheses actnellea, nons tronverons 

^ ^ dxi dxjdxk dxj dxidxi 

Faiaona d^ahord k^j^i, pnia donnona a $ lea valeura 1, 2, 3; lea 
troia öquationa ainai oblennea, compareea avec cellea que fonrnit la relation 
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lorsqa^on y donne aussi a $ les Talenrs 1, 2, 3, nou condniront aux relationa 

f d'Hn \ (d^EA \ (d^Er% \ 

^^^> — if— = — 5r~ " ~^r~ * 

Eu egard a ces dernierea relationa, Tigaliti (I) noaa condaira, k Taide 
d'nn calcnl semblable an precödent, aux iqpiationa 

\^A 'h Z5 = Ti ^ zi 

», «, «, 

22. Noaa allons conatater maintenant qoe la droita (oc^^d^, a^) eat 
aiiasi nne ardte triple poar le c6ne F(xi^^^x$)^0. 

D'aprea les relationa (68.) et (70.), las formales (15.) et (16.) domient 
d'abord 

et, par aiiite des relationa (68.), (70.), (72.) et (67.), loa fomiiilea (17.) donnent 

Les öqnatioiis (30.), (32.) et (33.) donoent alora immidiatement 

En ponssant plus loin les calcals on constaterait qae les i^F ne sont ni nals, 
ni proportionnels ans &%. L'aröte (o:?, ob^, ^^) est donc triple pour les deox 
cönes F et n; par consiqaent fet iewt edne$ F(d^i,a^, :a,) et «(0^1,0^, d^) 
ant en eommum neuf arites eameidimt twee la giniraMce (a$, o^, x^). 

({oatritoe eas. 

23. La directum asymptoHque (x^i^a^^a^) est Mie arite triple paur 
le edne u^Xi^Xt^Xi)^ c. a. d. qae 

(76.)4 firs = 0, qoels qne soient r et $; 

et e$ty en mime tempe, une arite double paur le edne «'(xi, 0^9 o^); c. a. d. qae 

(77.)4 e;«0, e2 = 0, eS=0, d'oii e« = 0. 

24. Les relationa des n"** 21 et 22 sont applicables ä ce cas; les 
formales (18.) noas donnent en oatre, d'apres (77.): 

d'Gr 



(»8)' (-s^lsr). = <»' 



Pminvim, paimit ä finßni «ttr te mmftum algibriqueg. 223 

et on condot immödiatemeiit de ridenlitö (SS.)) apres TaToir differenttie, 






0. k. d. ^e ia droite (a$) o^^ «^ est mie aröte quadruple pour le cöne F. Donc 
Im imx eöne$ F(«i,d^,a!,) el u^Xi^x^^x^) ant m eomn^m dou%e 
mritei eameiäamt oeee h gii^iratriee (afl^a^^a^. 



IV^ Conolaiion g^D^rale. 
25. Neos yenons donc de demontrer que, lorsqoe la surface U possede 
on point double i Tiniuii, las deux cönes (30.) et (30^^) 

F(a?MaJa,a?s) = 0, u{x^^X2^Xs) — 
ont en commun, en geniral, $ix ardtes coincidant avec la direction asymptotique 
(^19^9^) correspondant au point double. Lorsque VBriie (xfi^a^^a^) est 
triple pour le cöne if(d?i,a^,d?s) = 0, les deux cönes auront en commün neuf 
ou doMe arAtes coincidant avec Tardte (a^^al^^a^^ suivant que eette droite 
est une arMe simple ou une ardte donble du cdne 9(xi^Xt^x%) = 0. On sait 
d'ailleurs que los soludons eommunes i cos deux cönes determinent tous les 
points en lesquels la surface asymptote est rencontrte par une droite quel- 
conque, et fönt, par suite, connaltre r ordre de cette d^veloppaUe. 

Or, pour {xi^afl^X2^aS^Xi^a!^)^ les equations (10.) $.1 de la 
g^n^raMce {d) correspondant a cette direction asymptotique se reduisent a des 
identitte, puisque les quantitös H et 0, sont nuUes; il n*y a plus, en effet, 
de plan asymptote, il n'y a plus de gineratrice {d) correspondant a la direction 
asymptotique {afl^aii^a^). 

Par consiquent, le nombre des generatrices (d)^ rencontrees par la 
droite arbllraireiMnt choisie, sera ^gal au nombre des ardtes «ommunes aux 
deux cönes F(xi^X2^xij^ n{xi^X2^Xs) et distinctes de Taröte {^^sdi^sfi); 
c. ä. d. egal a 

[m(3ifi-5)-6], ou [iii(3iii-5)-9], ou [«(3ifi-5)-12] 

suivant que la direction asymptotique (af/, £ij Xy)^ qui delermine le poiut double^ 
est une ardte double du cöne u(xg^X2^Xy)\ ou, une ardte triple pour le cöne 
«(«1, 0^2)^3) et une arMe simple pour le cAne 9(0:1,04, d^); eu, une aröle 
triple pour ie cöne u et une aröte double pour le cöne e. 

29» 
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Dono 

26. Lanque la $mrfaee U a um pomt double ä tmfini, t ordre 

N = iii(3iii-5) 

de la $mface asymptote est dimknui^ en ginirdl, de $ix uniti$. Lorsque la 
direction oigmptoHque, eorreipondanU au pomt double^ e$t une arite tiriple du 
cdne fp^, la dmmution $era de neuf ou de dou%e umti$ tmeant que eette 
direetiom $era une arite tmple ou une arite double pour le cdne q>^^i . 

Cei demien cae $e pri$enteront reMpectivement lorsque le cylindre 
aiymptole, correspondanl au poM double, $e riduira ä deux plan$ dont un ä 
Tmfimy ou ä deux plam ä Vmflm [n^** 25 et 26, 1^ partie]. 



Recherche des directions asymptotiques de la sarface asymptote. 

27. Pour los recherches qni nons restent a faire, noiis noas placerons 
dans le cas giniral oü la sarface proposee V n'a paa de pointo multiples & rinfini. 

Nous oompliterons d'abord Tilade prec^dente en cherchant a döteiv 
miner rinflneace des arötes doobles da cöne des directions asymptotiques sur 
Tordre de la surface asymptote, en supposant toujours que cos ardtes doubles 
ne correspondent pas a des points doubles a Tinfini sur la surface ü, e. ä. d. 
que cette ginörabice du cöne u(xi^X2^Xi) n'appartient pas au cöne i^(xi^X2^x^). 

P. Influence des ardtes doubles du cOne des directions asymptotiques. 

28. Considirons une ardte (aii^aii^aS) que nous supposerons double 
pour le oöne u(xg^Xi^x^)^0^ c. ä. d. que 

(79.) iiS=:0, ^^0, f« = 0, d'oü 1^ = 0; 

etadmettöns, en outre, que cette ar£te n'appartient pas au cöne e(a:i,a^,a^) = 0, 
€• k. d. que 

e« ^ 0. 

Nous aurons k examiner deux cas: la droite (afl^a^^aS) est une aröte double 
ordinaire du cöne 11(0^1)0:3,0^), ou eile en est une ardte de rebroussement. 
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Prenier cas. 

29. La direaUm OBymptoiique (af , 4, a^} e$t me ariU double Ai 
ed»e u(xi^ Xfi a^)) c. k. d. quo 

«» = 0, «; = 0, «5 = 0, d'on 1^ = 0, 



^^'^ (et m.^0. 

Les rebtioDB du n". 15. sont applicables k ce cas. D*apre8 (35.), les valean 
(15.) des Qr sont 

(81.) (0,)o = il,(iii-l)e"; 
et, ev ^gard k ces yaleurs et i la relation (34.), riqnadon dn cöne (30.) devieot 

•i 4 Ai 
F(«?,a§,a§)= «, ü^ i, (•i-l)e» = 0, 
<h a$ A, 
car Xr » <oa^; 
dono le cdne F(a;i,fl:2 9^) P^sse par Tardte double (o^^a^^a^. Noas cal- 

-g—j et neos constaterons qae leur yaleain sont dif- 
Mrentes de coro. Ainsi 

le» c6ne9 F{xi^X2^t^ et u{xi^x^^x%) ont en co m m m deux arita 
eameidami amee Vatite {^t,aH^<Kl^. 

Deoxitaie eas. 

30. La directum asymptotique (afi^a^^aS) e$t me ariU double de 
rebraufiement paur le cOne u{xi^Qi^^Qß^); c. ä. d. qae 

,^ = 0, iiS = 0, tiS = 0, d'oü 1^ = 0, 



(82.) 

f Qt il?, =: 0, quels que soient r et $; d'oü H^=^0. 

Les relations du n"". 18 sont applicables ä ce cas. D'apres (45.), les valeors 
des Gr sont 

(83.) Gr = 0; 

il en Insulte immidiatement JF^ — 0, On a, en ontre, (20.) 

( d'apr*» (53.) = [i^(4«S-a«a«)] = 0; 



alors, eu igard anx relations (49.) et (84.)9 la fornmle (32.) donne 



(dF\ 



0. 



Donc, la droite (a^i^aii^ a^) est une ardte double pour le cAne Plxg. 0^29 ^)=^0. 

-^-^ — j et nou8 constaterons qae lenn va- 
leors sont difförentes de z6ro. Ainsi le$ cönes F{xi^X2^Xi) et u{s6g^Xf^9s) 
onl ^ canumm quatre arite$ camddant w^ec la droite (0^,^390$). 

ConeliisioB» 

31. Dans Thypothese actaelle £r"=0; par soite, les ^ations (10.) $. 1 
de la gineratrice (^) se reduisent a la seule eqaation 

laqaelle represente le plan ä Tinfini; c. a. d. qne le point d*interseetion (coiv 
respondant a Ja solntion x^^ a^^ x^) de la droite arhitrairement choisie avec 
la snrface asymptoie s^ trouve snr nne droile a Tinfini. Donc une droite 
qmlcanqme rencontre la surface asymptote en deux points ou quatre points 
coincidants et situis sur le plan k Tinfini, suivant qoe la direction asymptotique 
considerie est nne ardte double ou une ardte de rebroussement du cöne 
u{x^^X2^x^)\ par suite, le plan i Tinfini fait partie de la surface asymptote. 

II reste donc 

[m(3ifi-5)-2] ou [m(3ai-5)-4] 

geniratrices proprement dites rencontröes par uiie droile arbilndrement choisie. 

Ainsi: 

Larsque le cöne {u ou (pj) poaide um arite double ou une arite de 
rebroussement ne correspondant pas ä un point double ä tinfini de la surface 
Uy Vordre de la dit>eloppable asymptote se troute diminu i de deux ou 
quatre unitis, si ton fait abstraction du plan ä tinftm. 

IV*. Recherche des directions ftisymptotiqnes. 

32. Les poinis a rinfini sur la surface asymptote ne peuvent provenir 
que des points situes a TinGm sur ses generatrices a distance finie , ou des 
points sur les geiieratrices ä Tinfini, lesquelles correspondent anx ardtes d*in^ 
flexion du cöne u{xi^X2^Xi) ou a ses erstes doubies, car dans ce second cas 
le plan asymptote est k Tinfini. 

Les generatrices du cöne des directions asymptotiques de la surface 
proposee U fournissenf un premier Systeme de directions asymptotiques pour 
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la eurface asymptote; car ä ane ardte du cöne u{xi^X2^Ws) correspond une 
gininitice parallele de la surface aaymptote et une Beule. 

Mala r^tade des arötea d^inflezion et des ardte9 donblea da cöne 
u(xg^X2^ x^) Ott 9m Ta nona permettre de conatater Texiatence d!antrea aystimes 
de directiona aaymptotiqaea ponr la anrface asymptote. 

Premier eas. ArMea d^inflezion. 
33. Snpposona qne la droite (d{,a^, a$) aoit une arMe d'inflezion da 
cöne u{xi^X2^x^)^ de aorte qae 

(85.) u{x%aS,aS)^0 et JST^O. 

Cherehona Tinteraection de la sarface asymptote par une droite queleonque 
paraUile ä Farite dfmfiexion (xi, a^'^x^)) savoir (^t, ^, A^ ^tant des con^ 
atantea arbitrairea) 



(86.) 



a?, — ii,l _ »^—Att a,—Ä,t 



(87.) Ftixt^x^Xi) 



= 0, (8r«'.)«(«»i»«^»«.) = 0. 



"t "t ■"• 

Le nombre des gininiiicw \d) rencontröes par cette droite «era dgal an 
nombre des ardtes commune» anx deux cönes 

a^ X, Gt+A^H 
a^ at, Oi+A,H 

Nons allons donner de snite les döveloppements de la fonctton F et de ses 
dMvöes, d^eloppements qni noni seront ntilei ponr ce eas et les sniyaBts. 
On a d*abord 

(87.) Fi=(t^-a§ah)iGi+A,H)^ia^r-^iXi)iGt+AiB)M^tit,-a^,XOs+A^). 

Posons 

a^G,-aftO,=>E,, /9, = 4^-4^, 
U2ö,-40i=Ä5, (ä = 4^,-^4^»; 



(88.) 



on anra alors 

(89.) 
pnis: 



d»t 



ÖF> 



(90.) 



OXiOWj 



'«.->«».)(g-+^'^)-*'-Ä'' 



8w«.-^^(^+^.^)) _ 



dEj 



dWi 



oBi jgf au 



■Ä 



dH 
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et enfin 

/ d^Eu d*Ei d% o d*n ^ d^H o d^H 

> d»idscsf dscjfdxk dmidxk '^* dxids^ ^* dx^öxt ^^ dxidxt 

34. Revenons k la question. ü est d^abord yieible qoe Tardte 
(a^i9^9^) appartient an cöne (87.) Fi^Xi^x^^x^^O. 

Noua allons dimontrer, en outre, qne lea deiix cönea F^ et u ae tonchent 
suiyant cette g^niratrice commune. 

En effet, faisant Xi^aPi^^ ^^^^ ^=^§9 et ayant igard anx relationa 
(85.), lea eqnationa (88.) et (89.) donnent, par exemple, 

(^). = ^<«-'^<«- 

Or ridentit^ (12.) $• I- ^ 1« 1*" des relations (85.) donnent 

Par rilimination saecessiTe de m, i^, i^ ces deox ögalitös eondoisent a 

•t < < 

(S¥ \ 
-^j , on voit 

que r^quation 

du plan tangent au cöne Fi (X| , 0^2 , a^) suivant Taröte (x^l^a^^a^) devient 

x,til+x,^+x,t^ = 0; 

c'est precisement T^quation da plan tangent au cdne 11(^190^90^) anivant cette 
möme aröte. 

Las deux cönes (87.) ont donc en common Tarnte (x^ai^^a^) et ae 
tonchent suivant cette ardte; par suite, ils n'auront plus en commnn que 
[m(3ifi — 5) — 2] autres erstes distinctes de Taröte (o?j\ 0^29 0^3); mus, a une 
ardte d'inflexion correspond, en general, pour la aurface asymptote une draite 
ä Finfini dans le plan asymptote parallele au plan dMnflexion du cöne 
•i(a?i,a?2,o?5). 
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Par consequeiit : Une droite quelcongtie parallele ä une arete d'inflexion 
(Xl,a4^a?3) du cöne des dhreclions asymptotiques, c. ä d. passant par le point 
ä Finfini 



(I.) 






ne rencontre plus la surface asymptote quen [m(3iii— 5) — 2] points distincls 
du point oü eile rencontre la generatrice ä tinßni; par suite, eile rencontre 
cette generatrice ä tinfini en deux points coincidents; donc le point I ä l'in- 
fini est un point double de la surface asymptote. 

Nous ferons plus loin quelques remarques relatives au cas oü ia 
generatrice {d\ correspondant a une aröte d'inflexion, est ä distance finie. 

35. Imaginons maintenant une droite queiconque 



situee dans le plan asymptote 

x,u1+X2ta+x,u'i+tvix'i,x'i,xt) = 0, 
qoi correspoud a fardte d'inflexion (j;?, o^, ^3); de sorte qu'ou a les reiations 

jfi(ar;,4Sa^?)=0, H^ = 0; 
(92.) la,^, + a,t/i+a,t^=^0; 

Le nombre des generatrices de la surface asymptote rencontrees par la droite 
en question sera egal au nombre des ardtes communes aux deux cönes 

»1 iPi G, + ^ifl^ 

aa X2 G2 + A1U =0, »(^19X2,0:3) =0; 

«3 x^ G^ + A^H 
equations dont la forme est identique ä celle des equations (30.). 

Ces deux cdnes ont en commun Tarele (or^, a4\ a?$) ; car si, apres avoir 
remplace Xi, o^^^ o;, par x^i^ ail^ x^s d&ns Tequation du cöne F, on multiplie 
les colonnes du determinant respectivement par u% ii!/, ti^, et qu'on les ajoute 
en ayant egard aux reiations (12.) $.1. et (92.), il vient 

a, x'l G?+A,H'' 
a, 4 Gi'+A^H'^ 




F{xi^Xz^Xi) = 



quantite evidemment nulle. 
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Cherchons maintenant le plan tangent au cöne F{xi^X2^x^) saivant 
Tarnte (x^i^Xi^x^). L'equation (32.) donne, en y supposant Xi = x^ et en 
tenant compte des premieres reiations (92.)^ 

^^■' (^).(«^"-^«'")+ (^).(«3xy-«.a§)+ (^)^(a,a$-a^y) + 

((a,(7,'-o,<^)+(^)j^(a,ajy-a34H^2(flbaJ?-axx5)+^(o,a!S-<M5?)]. 
Or, des egalites (92.) 

on conclut, en eliminant alternativement i^, t^\ i^: 

a,g:-a,a?; _ a. »;-<»,«: 

(93.) 



"1 "S "> 

yi,(a,g;-o,a;;)+i<«(o,g:-a,a;;)+^(q.g:-a.g:) ^ _ 



D'aprea cela, eu egard a la 3^"** des reiations (92.) 9 la valenr de [^ — j 
devient 

m (f ). = («.'«-.<3)+»[-«(||).+<l^).+<^),-"(f ).]• 

Mais les 1*"* des reladons (92.) et Tideotite (12.) %. I. donnent encore 

d^oü l'on coDcIut 

/ft^N g,C;-o.G; a,Q\- 0,6* _ 0,6;- a, Gl _ , 
(»».) iij i^j j^j -y- 

D*an autre cAM, si, dans les ^qaations (16.), on fait r = l, 2, 3, pois Xt = Xt 
qa^on ajoate apres avoir moltiplie respectivement par Wj|, «Ü, «S, en tauuit 
compte des identites (7.) et des 1^* reiations (92.), on tronve 

egaiile qui, d'apres les identites (8.) et les l^'^ des reiations (92.), devient: 
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ou enfin 



En Tertu des relations (96.) et (95.), la valeur (94.) de (-^— ) sera en definitive 

( ^^\ - .' •;• 

D^apres cela, le plan tangent au cöne F{xi^X'i.x^)=^0 suivant Tarnte (x'l^aii^x^i) sera 

xy,'{-x,fa-\-Xsn'i = 0: 
les denx cönes F{xi^X2^x^) et u{xi^ Xi. x^) se tonchent donc suivant cette 
ardte; par consequent, ils n'auront plus en commun que [iii(3m~5)— 2] 
autres ar^tes. 

De la nous concluons que 
Une droitej dirigee d'une manidre qnelconque dans le plan (Uf/mptote 

(P) Xiiil+x,tii+x,tii+tr'' = 

carreMpondant ä une arSte dUnflexion du c&ne de$ directiofu aiymptotiquen, 
reneantre la svrface asymptole en deux points coinddents sur la droit e ä 
Vinfini fituee dans le plan (P); le plan {P) touche donc la dieehppable 
asymplote tofU le long de la droite ä tinfini 

x.til+Xi^+x^^+te'' = 0, / = 0. 

J^ajoute que cette droite ä tinßni fCe$t pa$, en giniral, une droite double de 
la iurface asymptote. 

Car, pour qu'il en fät ainsi, il faudrait qu'une droite qnelconque pa^ 

raUde au plan {P) (et non pas seulement situee dans le plan P) rencontrAt 

la surface en deux points coincidents. Or, dans cette hypothese, la 3^"*^ des 

relations (92.) n'aurait plus lieu; et, eu egard aux relations (93.) et (95.), 

■^—j prendrait la forme 

iwX = »■•!+»[«°(^) +(^).«^.+'4''<.+"''^j]- 

Los constantes .4|, ^29 ^3 ^tant conpletement arbitraires, le second membre 
ne peut pas se reduire a son prämier terme, puisque les »«• ne sont pas nuls. 
36. Remarque. Dans une analyse precedente n*"* 29., 30. et 31. 
neos avons admis, pour tkrer nos conclusions, que la generatrice {d) de la 
snrface asymptote, correspondant a une aröte d'inflexion, se trouvait ä Finfini; 
c*e8t, en effet, le cas gen^ral. Mais il peut arriver, dans des circonstances 

30» 
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tour-a-fait particulieres, que la generatrice ((^), tout en restant parallele a la 
direction asymplotique consideree (x^^^ o^S ^3) et dans te plan asymptote (P) 
correspondant ä cette direction, se trouve ä distance ßnie, 

Dans le cas generale nons avons pu conclnre que le plan {P) elait 
tangent a la surface asymptote tout le long d'une droite a rinfini situee dans 
ce plan; et. par suite, une droite quelconque parMele ä ee plan sera une 
direction asymptotique de la surface asymptote, puisque cette droite passe par 
un point a Tinfini situe sur la surface asymptote. 

Mais^ dans le cas exceptionnel 011 la generatrice {d) est ä distance 
finie, le plan (P) ne touche plus In surface asymptote qu'an point a Tinfini 
situe sur la generatrice (J): et, par suite, il n'y a pas d'autre direction 
asymptotique que Tarete d'inflexiou correspondante (ic?,j^, x?). 

Si nous considerons les equations (10.) §. I. d'une generatrice {d) de 
la surface asymplote, 

j ^: < ^3 

on voit que, pour une Solution [x^i^x'i^Xj) du Systeme 

H(xi , X, , Xi) = 0, u(x^ , X2 , 0^3) = 0, 
les equations precedentes donneront une droite a Tinfini, tant qu'une des 
quanlites Xi\ o^, x^i ne sera pas nulle. 

Si Ton suppose, par exemple, Xi=0^ les equations precedentes donneraient 
une droite a distence finie, si les fonctions H, Gi^ G^^ 6*3 etaient de la forme 

H = H Xs^ Gl =. G, a?3, G2 = G^oJj, G3 = G^x^ ; 
et alors, aux arötes d'inflexion fournies par les equations 

ar3 = 0, tf (.F, , a;, , 0) = 0, 
correspondraient, sur la surface asymptote, les m generatrices a distance finie 

^x,n'l-+x^fü + x,^+tv''=-0\ 

equations dans lesquelles Tindice indique la substitnlion des valeurs Xi = Xy^ 
x^ ^= x^^ x^ = 0, 

Deoxieme cas. Arztes doubles. 
37. Nous allons etudier, au möme point de vue, les aretes doubles 
du cöne t^(rr, , x^, rrj). Remarquons neanmoins que la presence des ardtes 
doubles est un fait particulier, eile n'a pas lieu dans le cas general. 
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Supposons que {x^l^ x% Tj) ^^ojI uue nr^le double ordinaire du cöne 
u{Xi. x^^x^); les relations du n*". 15 seront applicables a ce cas. 

Cherchons rinterseclion de la surface asymptote par une droite quel- 
conque parallele a Taröte (or?^ arn\ x,) ; le nombre des points d'intersection sera 
egal au nombre des ardtes commuues aux deux cönes (87.) c. a. d. f\ et n, 

L'equation (87.) esl evidemment verifiee lorsqu'on y suppose a?i=x^, 
a?7 = d^, Xy = x^i; les deux cones ont donc en comroun Taröle (x^i^Xj^Xj), 

Eu egard aux relations (35.), les valeurs (15.) des G^ prennenl la forme 

(97.) G, -X,(m~-l)i>", et A, = «>irü. 

Par suile, les Ei (88.) sont nuls; et alors d'apres (34), les Formules (89 .J 
donnent 

(g) = o- 

donc TarÄte consideree est aussi double pour le cöne Fi ( x, , rrj ^ a^a) = 0. 

En vertu des relations (36.), les valeurs (90.J des \ ^ ß ) (pour 
Xi=^x^) se rednisent a 

( dX \ ^ röE^.^). 
\ dxidxj K ^dxj * dxi K 

Or, d'apres (35.), les valeurs (16.) deviennent 

On aura donc, par exemple, en se rappelanl que K = ^^? 9 

Si maintenant, on tient compte des relations (39.), on conclura de la : 



(98.) 



ainsi 



(0 = »' 

m^^x-o-' 

d'F. 






0. 



L'aröte (arj, j?, j??) est donc une ardle triple pour le cöne F(a:,, a?2* ^) = 0; 
eile est, en m£me temps, une ar^te double pour le cöne »(xi, 0^,0^,) =0. 
Par consequent 
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Le$ deux c6ne$ (87.) F^ el u ant en commun six arite$ cameidamt 
aeec tarite (x^Xi^x^). 

38. D'apres les calculs faits dans le n"". 29, on a conclo qa'one droile 
tant-ä'-fait arbilraire renconlrait la surface asymptote en denx points ä Tili- 
fini, et, par suite, le plan a rinfini fait partie de la surface; c. a. d. que 
Tordre de la surface asymptote se trouve diminue de deux unites, si Ton fait 
abstraction du plan a rinfini. 

Or, irresulte du calcul precedent qu'une draite queJconque paralUle ä 
tarite double (x^ai^^Xj) rencontre la surface asymptote en 9ix points a Tin- 
fini; et, si Ton fait abstraction du plan a Tinfini qui donne deux points pour 
une droite quelconque, on en conclut que 

Une droite quekonque paralläle ä Farite double (oti, j^, x^) du cdne 
tf(xi,X2,a^) rencontre la surface asymptote en quatre points coinddents ä 
Tinfim; le point ä tinfini correspondant est donc un point quadruple pour 
la surface asymptote. 

39. Lorsque Tarnte {x^i^x%^(x}l) est une aröte double du cAne u{xi^q^^Xz\ 
nous avons vu n"". 29 que^ si Ton cbercbe les intersections de la surface 
asymptote avec une droite tout-^ä-^fait arbilraire, les deux cAnes F{xi,^X2^Xy) 
et u{xi^X2^Xi) (30.) ont en commun deux arötes coincidant avec la g^nera- 
trice {afl^X2^Xi); car cette droite est une arc^te double pour le cAne fi(X|,X2,a^) 
et simple pour le cAne Fixi^x^^x^). Nous allons maintenant etudier le cas oü 
la droite est paraUile ä Fun des plans tangents au cAne u^Xg^x^^x^). 

Nous completerons d'abord Tanalyse du n"". 29, en calculant, pour ce 
•g— ^ (32.). 

D^apres les valeurs (96.) et (97.), et la relation ;i^ = cüa;!!^ on a, par 
exemple, 

et, si l^on a egard aux relations (39.), on trouvera, apres quelques reductions 
faciles: 
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Considerons maintenant r^qnation des plans tangents aucöne n{xi^X2^x^) 
saivani Taröte double (a/i, X2^ x^i)^ cette equation est 

iQ) ^Wn+^ltil2+^lt^ + 2x,x,f^, + 2x,x,fii, + 2x,X2ul = 0. 

L^eqaatioD du plan tangent an cöne F on (30.) suivant cette möme aröte est 

0«, d'apres les valeurs (99.): 

(T) Ma,x'i^a,x^)+j;,{a,x'i--a,x'l) + x,{a,x'l-^a,x^2} = 0. 
Or, si ron snppose la droite (29.) parallele a un des plaus Q^ le plan tan- 
gent an cöne F(xi^X2^j-^) suivant Taröle {x^i^X2^Xy) se confondra avec 
ce plan Q, 

£n effet, eu egard aux relations (35.), requalion des plans ^peut s'ecrire 

Conaid^rons, par exemple, le plan 

iQ'.) <x,+ {ti!,+x',j/^)x2+{^l,^x'2}/^)x, = 0; 
et snpposons que la droite de direction (oi,ai,aj) seit parallele i ce plan; 
on aura 

ayu+ih{fil2+xy-^w)+a,ifa,^xy^) = 0; 

on a, en ontre, 

puiaque Taröte («^19^2,^3) est une arAte double. 

Ces deux dernieres egalites pourront s^acrire: 

Eliminant successivement i^, t^, on en conclut 

<i «•«;-«!•: 

La Substitution da ces valeurs dans requation du plan (^) oondttil prMsiment 
a requation du plan (T). 

Donc le plan tangent au cöne F(Xi^X2^x^) se confond avec un des 
plans tangents an cAne u{Xi.X2^Xy) suivant raröta double {Jl^x^^^if^, Par 
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cons^equent, pour une droite quelconqoe (aj^o^^^) parallele a Tun des plans 
Q , ces deux cönes ont au moius eo comniun trois arötes coincidant ayec 
Tarnte double (^M^^y^^s). Dela nous conciuons que: 

Une droite quelconque, parallele a Tua des plans tangents suivant 
Taröte double {x^^ , X2 , ii*") , reucontre la surface asymptote au oioins en un 
point ä riniini, si Ton fait abstraclion des deux poinis situes sur le plan a fin- 
fini qui appartient a la surface. 

Donc, lorsque le cöne u{xi^ 0:2^0:2) ou ip^ possede une arite double, 
les droites paralläles aux plans tangents ä ce cöne suivant tarite double sont 
des directions asymptotignes de la surface asymptote; eette surface doit, par 
suite, contenir ä finfini deux droites respeciieement situees dam des plans 
paralleles aux plans tangents suivant tarite double. 

Troisieme cas. Arztes de rebroussement. 

40. Supposons inaintenant que (a^i, a^l^ or,) soit une ardte double de 
rebroussement du cöne u{x^^x2^x^)\ les relations du n"". 18 sont applicables 
a ce cas. 

Cherchons Tintersection de la surface asymptote par une droite quel^ 
conque parallele a Taröte (x^, or^, j^s); le nombre des points d'intersection 
sera egal au nombre des arötes communes aux deux cönes (87.) c. a. d. Fi et u. 

L'equation (87.) est evidemment verifiee lorsqu^on y suppose Xi=a:*l^ 
X2 = xT}., J73 = X3 ; les deux cönes ont donc en commun Taröte {x^i^ x\^ Xj). 

En tenant compte des relations (45.), (öS.), (53*"*'.) les fonnules (15.) 
et (16.) donnent 

( G'. = 0, 

On conclut alors des equations (87.), (88.), (89.), en y introduisant les hypo- 
theses j?< = a??, 

P'i = 0; 

(^). = »^ 

donc Tarötc consideree est aussi double pour le cöne F,(x,,X], jrj) = 0. 

Ea egard aux relations (100.), (49.) et (53**".) les equations (90.) donnent 






0. 



La generatrice (a;?, x\^x^ est donc one aröte triple pour le cöne F|(j?|,Xt,a73)=sO. 
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Enfin, dans Thypothese actuelle, la valeur (91.) de d^Fg se reduit a 

V dxidxjdxk K ^ dxidxj dxjdxk dxi dxk K ' 

et, en faisant usage des nolations (55.), on trouye facilement: 

D'apres cette yaleor, requation des trois plans tangents aa cAne Fi{^g^x^^x^ 
suivant Tarnte triple {x\^x\^iK!^ sera 

(102.) %x,x,x\k,>J^K^^^,JrK^^^K^^^^ = 0. 

A Taide des relations Stabiles dans le n''. 18, on peut arriver a transformer 
le premier membre de cette equation et a mettre en evidence le facteur 

{Xgg^-\-x^g^-\^x^g^^ 

lequel, egale a zero, donne precisement les deux plans tangents confondos an 
cöne <f (0^1,^2,^3) suivant Taröte de rebroussement {x\^ x\^ 0^3). On pent aussi 
verifier le fait, et cela tres- rapid ement, en prenant Tarnte de rebroussement 
pour un des axes de coordonnees et le plan tangent de rebroussement pour 
im des plans coordonnes; je supprimerai les details de cette vörification. 

Donc Tarnte {x\^ x\^ x^^ est triple pour le cöne Fi et double pour le 
cöne u; en outre, deux des plana tangents au cöne F^ coincident avec les 
deux plans tangents au cöne u; nous conclurons de la que : Lea deux cdnes (87.) 
Fl et u ont en commun huit arites coincidant atec la geniratrice {x^^x^^x^). 

41. D'apres les calculs faits dans le n''. 30, on a conclu qu'une draite 
tout-'ä-^fait arbitraire rencontrait la surface asymptote en quatre points a 
Tinfini; et, par suite, le plan ä Tinfini fait partie de la surface; ca. d. que 
Tordre de la surface asymptote se trouve diminuö de quatre unites, si Ton 
fait abstraction du plan a Tinfini. 

Cr, il resulte du calcul precedent qu'une droUe quekonque parallele a 
tarite de rebroussement {x^x^i'iX^) rencontre la surface asymptote ep %uU 
points a Tinfini; et, si Ton fait abstraction du plan a Tinfini qui donne quatre 
points pour une droite quelconque, on en conclut que 

üne droite quelconque paraUäle ä tarite de rebroussement {afi^ x^^ x^ 
du cöne «»(^1,^29^3) rencontre la surface asymptote en quatre pomts com- 
ddents ä Finfini; le point ä tmßni correspondant est donc un pomt quadruple 
pour la surface asymptote. 
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42. Lorsque raröte (j??, ^rj, jc^ est nne ardte de rebroussement da cöne 
«(dTj, X2^ x^\ nous avoDs tu [ll^ 30] qoe, si Ton cherche lea intersections dela 
surface par une draite taut^ä-^faitarhitrarrey les deux cönes (30.) F{Xi^x^^x^) 
ei u{x^^X2^x^ ont en commun qnalre arötes coincidani avec la generatrice 
(^9^29^3)9 car cette droite est nne aröte double poar les deux cönes 
F^Xi^x^^Xy) et u{Xi^X2^x^. Nous allons maintenant etudier le cas oü la 
droite est parallele au plan de rebrou$$ement du cöne tf(^n^29^s) =0. 

Nous completerons d'abord Tanalyse du n^ 30 en calculant, pour ce 

cas, les valeurs des q q^ (33.). 

D'apres les relalions (49.), (50.), (21.), (45.), (53.), (53**".) et (55.), 
les iiquations (33.) donnent 

Reprisentons röspectivement par M^^y M^, M?, M^, M^, M^y les yaleurs 

des rapports igaux dans les relations (56.) et (56^^.) ; pds rempla^ons les K,, 

S*F 
par leurs valeurs exprimees a Taide des M^. Pour calcnler -^r? parexemple, 

reroarquons qu'on a d'apres cette nouvelle notation 

,Ä»,2 == ^1. J'i — äxjyl^, 

on a en oulre, d'aprts (31.), (16.), (53.) et (53"".) 

La Substitution de ces valeurs dans Tegalite (103.), ou Ton fera i=jy conduit a 

(104.) k-^^X - {a,g,+a,92+a,g,)2f>'.M^^2^^;^ 

les deux autres valeurs s'obtenant par un calcnl semblable. 

En 86 servant des mdmes relations et des mdmes formales on trouvera 
encore: 




(IM"»'.) 
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(a.y.+«.^a+a^,)i«»::if.''--^^t'"[^(fl.arS!-a,4)+^(«.4'-a^i')j; 

Consid^rons maintenänt T^quaHon Kaplan tangent aa cdne »(ar^a^j,^^,) saivant 
Tarnte de rebronssement {x\^x\^a^\ cette ^qaation est 

L*i<|iiatfon des {dam Umgents an c4)ne F ou (30.) siriTant cette ro^iDe ardte^st 

^(■|^)ö+'* •+^*''»(-S^),+ - = <^' 
OQ d'apres les valenrs (104.) et (104"'*.) 

en posant 

Or si Toa soppose la droite (39.) parallele aa plan {R\ an des plans tangents 
(7) aa cöne F(:ri, Xi,X}) saivant Taröte (d;',', a$, x") se confondra avec le 
plan C«). 

En effet. la droite de direction (01,02,03) devant ötre parallele an 
plan {R\ on aara 

(106.) Oj^i+Oj^j+aj^s = 0; 

31* 
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OD a en oatre, d'apres (48.), 

D'ou Ton conclot, en eliminant alternativement les gt: 

(107.) L- = 2i. = l!., 
^ ^ 9t 9* 9t 

En egard aux relations (106.) et (107.), requation des plaos T devient: 

+(l^9i+l^9^)^.^Ml^9^+^9d^^^ ) 
iquation qui peut s'ecrire 

{9tXt+giXi+g3X3)(-Zi-Xi + ^ah+^x^ = 0. 

Donc un des plans tangents au cöne F{xi^X2^x^) se confond avec le plan 
tangent de rebroussement an cöne <f(ari,a^, a^) suivant Taröte (x^iyO^^x^). 
Par consequent, ponr une droite quelconque parallele au plan de rebronssement 
(JR), ces denx cönes ont en commnn an moins cinq ar£tes coincidant avec 
Taröte double (o^i, a4\ x^i). De la nons concluons que: 

Une droite quelconque parallele au plan tangent de rebroussement ren- 
contre la surFace asymptote au moins en un point a Tinfini, si Ton fait abslraction 
des quatre points situes sur le plan a Tinfini qui appartient a la surface. 

DonCy lorsque le cöne u{xi^X2^Xi) ou tp^ possdde une ctrite daubte^ 
les droites paralleles au plan tangent de rebroussement sont des directions 
asymptoHques de la surface asymptote; cette surface doit, par suite^ contenir 
ä Finfini une double droite dans un plan paralläle au plan tangent de re- 
broussement. 

Resane. 

43. Donc, en definitive, les directions asymptotiques de la surface 
asymptote sont 

l^ Les generalrices du cöne u^Xi^Xi^x^) ou (Pmi^,yy»)\ 

2"". Des droites quelconques paralleles aux plans tangents dMnflexion du 

cöne (p^; 
S"". Des droites quelconques paralleles aux plans tangents suivant les 
arötes doubles, lorsque le cöne (p^ possede de telles arötes. 
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§. IV. 

Determioation des termes de degre N et C^— 1} dans 
requation de la suiface asymptote. 

Noas reprendrons, dans ce dernier paragraphe, les notations que nous 
ayiona adoptees dans la premiere partie. 

I®. Recherche des termes de degr^ N et (JV-— 1). 

44. Pour determiner la forme des termes du degre le plus eleve dans 
requation de la surface asymptote, nous nous placerons dans le cas le plus 
general; c. i. d. que nous supposerons que la surface U n'a pas de points 
doubles a Tinfini; de plus, nous admettrons que le cöne (pmi^ytt^^) n'^ P^^ 
d'arötes doubles, et que les generatrices (<^) correspondant a ses ar6tes d'in- 
flexion sont toutes a Tinfini. 

Nous savons que le degre de la developpable asymptote est, dans le 

cas gtoeral, 

(1.) JV = m{3m-by 

Or nous connaissons les directions asymptotiques, qui sont d^abord les genera- 
trices du cdne q>^ des directions asymptotiques ; par consequent, les termes 
du degre le plus eleve en x, y, $i, dans requation de la surface asymptote 
doiyent contenir comme facteur la fonction (pmi^yH,^)- 

Nous savons, en second lieu, quHl y a sur la surface asymptote 
3m (m— 2) droites a Tinfini, lesquelles sont les intersections du plan ä Tinfini 
avec les 3ifi(fi»— 2) plans asymptotes respectivement paralleles aux plans d'in- 
flexion du cöne des directions asymptotiques [n"**. 34 et 35]. Ainsi, la droite 

ab c 
Mant une aröte d'inflexion du cöne (fmi^^y,»)^ la surface asymptote contiendra 
la droite a Tinfini 

1 = 0. 

Par conseqaent, les termes du degre le plas tieve dans F^quation de la snr- 
face asymptote contiendront [n°. 10, 1*" partie] en facteur la fonction lineaire 



et ainsi des antres. 



^ da +s'^r+* öc - " 
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Donc, en disignant par 6{Xyy,z) le produit des premiers membres 
des equations des 3ifi(fi»— 2) plans d'inflexion du cöne 9mix>yy*% 1^8 termes 
du iegr6 le pliis ileye, datis requation de la sarfaceasymptdte, darront con- 
tenir en facteur Texpression 

mais cette expression est du degre [iii+30i(m— 2)] om N, eile consfitoe dow 
Tenseroble des termes da degre le plas eleve dans requation de la sorface 
asymptote. 

Ainsi, en dösignant par (o^^^o^J I^^ Solutions des deux equations 

r/>.(a, 6, c) = 0, 



(2.) 



ii5r = 



öV. 
"5F- 



"Sadb 



db* 



da 



deda 



dedb 



dade 
'dbSe 



de* 



= 0; 



d<Pm 



ff _ ^y« 






puls, posant 

(3.) A, 

VexfreBaion ${x,ffi») wn iiHsde par TiigaBtö 

oä p =: 3m(m-2}. 

Ii|i fonction ^(fl^-ir^sj poarra s'obtenir en eliininant a, 6, c entre W deax 
jlqoations (2.) et la enivante 



(4.) 



(5.) 









d9>. 



0. 



ia • ' Hb ' de 
L^iqtNrtiod '9b bt sitffice'asyniptote \<^ sera donc de la forme 

(6.) {J) 9'(«,jf,»)+<vC*,y,»)+/'/(»,y,»)+- = 0, 
en posant 

(7.) 9)(x,jf,») = y«(af,3f,»).Ö(aj,f,»); 

la fonction ^(x^y^«) est homogene et du degre A^. 

45. Les directions asymptotiques de la surface J sont, outre les 
generatrices du cöne (pmi^x^yySi)^ des droites quelconques paralleles aux dif- 
ferents plans tangents d'inflexion du cöne 9>»; et, en outre, il resulte de la 
conclusion du n^. 35 que, si Ton considere une droile quelconqüe päraUöle 
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an plan tangent dHnflexion 

le plan asymptote de la surface J sera, quelle que soit la direction de la 
droiie, le plan asymptote de la sorface ü correspondant a la direction asympto- 
üque (a,,6,,Cg), savoir 

Cette remarque va nous servir pour determiner la forme de la fonction y^{x,y,i). 
46. Soit d'abord {a,ß,y) une direction asymptotiqne da cdne ^mi^fV,^)^ 
c. a. d. que 

(8.) y«(a,Äy) = 0. 

Cette droite est anssi tine direction asymptotique de la stirface J^ et le plan 
WUchant la surface J au point ä Tinfini sur {ctyßyy)^ ou le plan asymji^tote 
de J^ n^est antra qne le plan asymptote de la surface V correspondant a lä 
direction («, ^,y), c. a. d. 

ExprimoDS que le plan asymptote de la aoiface J (6.) et correspondant ä 
(«,/5,y), savoir 

eoindde avec le plan (9.), quelles que soient les yaleurs de o^ ß, y^ satis- 
faisant ä la relation (8.). 

Or, d'apres la definition (7.) de y 

d'oä Ton conclut, eu egard a la relation (8.): 

Le plan asymptote de la surface J^ correspondant k (tt,ß,y\ a donc ponr eqoation : 
-r ^''- -i-ii ^f" o.« ^9» xt2tSSihlL — n 
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Ce plan doit coincider avec le plan (9.), c. a. d. que, pour touies les valeors 
de a^ ß, ^ qai verifient la relalion (8.)^ on doit avoir 

V'f«, Ä r) = ö(«. ßy r) • y^-iC«. Ä r\ 

En d'aatres termes, si noQS considerons les deax cönes 

toutes leii ardtes du 1^' cöne doivent dtre situees snr le second; ce qoi exige 
qu'on ait ridentite 

(11.) V >> ^y «) = ^(^^ y^ «)<ip— 1(^, y. «)+ymC^, sr, ä) F(a?, y, ä), 
Yixy^yi) etant une fonction indeterminee homogene et du degri [3ifi(fi»— 2)— 1]. 
47. Pour determiner la fonction V{Xy y^ z\ nous nous appnierons aar 
la remarque du n"". 45, c. a. d. que nous exprimerons que, pour une direction 
asymptotique quelconque parallele au plan d'inflexion 

le plan asymptote correspondant de la surface J se confond, quelle que soit 
Torientation de la droite consideree, avec le plan 

' ou AiX+Biy + Cii + tg>^i{aiybi,Ci) = 0; 

et cela pour les dm{m—2) Solutions (og, biy cj des equations (12.). Comme 
nous Tavons dit, cette propriete resulte des calculs du n^. 35 ou Ton a 
demontre que le plan (PJ est tangent a la surface asymptote tout le long de 
la droite a Tinfini 

Soit alors une direction asymptotique (cL^ß^y) parallele au plan 

A,x+B,y + C,!s = 0, 
de Sorte qu'on a la relation 

(12.) A,a+B,ß+C,r = 0. 

Nous representerons par Oi{x,y,i) le produit de tous les facteurs (AiX-\'Biy+Ciz)^ 
{AiX+Biy+Ci^)^ . . . a Texception du facteur (^<a?4-Ä.jf+C<«), c. a. d. que 
nous poserons 

e.(x ir «) - _ö(f^*)_ 

OU ö(a?,y,Ä) = {A,x+B,y+C,ii)$,(x,y,B). 
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D'apres cette notation, nous aurons 

etc. etc. 
d'ou nons conclurons, en ayant egard a la relation (12.): 

et, d'apres ridentUö (11.): 

v(«, ß, r) = y-(«» A y)- >"(«* Ä r)- 

I<e plan asymptote de la snrface J a donc poar öqaation 

Poar qae ce plan coincide avec le plan (PJ, il faut qu'on ail 

(14.) V{a,ß,Y) = ö,(«,Äy).(iP-t(a„6,,cO; 

cette egalitö doit avoir lien poar toates les valeurs de o^ ß^ y 9^^ satisfont 
i la relation nniqae 

(12.) a^+/5B,+ya = ö; 
et eile doit avoir liea aassi poar tootes les 8m(ifi— 2) solations (a^^ö^^e.). 
Or, noas icrivons la fonction F(rr^y^«) sons la forme saivante 

Ki.6x{x, jf, a)y^i(ai, 6„ ei)+K^.e^{x, ff, Ä)y»«i(a2, 62, C2)4— • 
...+ir,.Ö,(a?,y, »)y— i(ao 6,, cO+-.+/ir,.öp(a:,y, «)y— ,(a,,6p, c^) 

+ T(x,jf,«), 

les JK^ 6tant des constantes arbitraires; les 0^ etant definies par les egalit^s 
(13.); les (aiybiyCi) ayant la signification döja plusieurs fois indiqaee; T{x,y,si) 
etant une fonction da ro6me degrö qae V 0. ä. d. du degre (p— 1) {p etant egal 
a 8m (m— 2)) et joaissant de la propriete de s^annuler poar toates les valears 
possibles de a, ß, y, qai satisfont a une qaelconqae des relations (12.). 

Poar une solation qaelconqae de la relation (12.), les fonctions tfi, 
Ö2, ... Ö,_i, Ö^+i, ... Öy, qai contiennent (i4,a?-hB<y+C<Ji) en factear, 
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s^annuleDt lorsqu'on y faH x^a^ y=^ßy *=^y; et, comme, par hypotheae, 
r(a^^^^) est aussi nulle, la fonction Y oo (15.) se ridnit a 

la relation (14.) et toutes les conditions imposies seront alors Verifiees 
en supposant les constantes ÜQ egales k lWt6. Quant i la fonction T{x,yy%\ 
eile est identiquement nulle; car les conditions imposees a. cette fonction 
reviennent a dire que le cöne T{xyy^i) = doit passer par toutes les droites 
situees dans un quelcouque des plans 

ce qui exige que la fonction T{xy y, z) contienne comme facteurs toutes les 
fonctions lineaires {AiX+Biy+Ci») dont le nombre est 3m(ifi— 2); or la 
fonction T{xyy,z) est ^u degrö [3ifi(ifi— 2)— 1]; donc eile est identique- 
ment nulle. 

On pourrait aussi determiner la fonction V en cberchant a verifier 
successivement les relations fournies par les egaUt^s (14.) et (12.) dans les- 
quelles on ferait f=l, 2, 3, ... p; on retrouverait ainsi la forme (15.); 
c^est donc la forme la plus generale satisfaisant aux conditions imposees. 

48. Viquation de ia dSeeloppttble (uymptote etant mise sousl& forme 

(16.) (p{x,y,z)+trp(x,yyz)+ex(ix,y,is) + ^'' = 0, 
les fonctions (p el tp sont donc connues; et Ton a 

( V{^,y>*) = 9m(x,y,z).e{x,y,»), 

(17.) / . P*«^ -, 

\vi^>y>») = (pm^i{^,yy»)A^3y,»)+(Pm{si^,yx»)\^^H^s^^^ 

dans ces expressions, (a,^ 6^^ c«) designe une Solution quelconqne des equations 
(2.); le nombre p est egal a 3m(ifi— 2); et enfin, on a posi 

49. Nous allons reprendre sur cette equation definitive Titude des 
poinls k Tinfini de la surface asymptote; nous rappellerons ainsi, en les con- 
flrmant, les propriötös d^ji ötablies directement. 
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EcriYons d'abord les derivees partielles des fonclions (p el y/: 

!9>{^y y. «) = ^m{x, y, ») .e{xy y, ä) = 



ixöy 






1°. Soit nne direction asymptotique appartenant ao cöne 

Si {a,ß,Y) est Ja direction coiuideröe, on devra avoir 

d*aprcs cette rolation et les formales (19.) t (20.) et (22.) nous troaverons 

32* 
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poor röqoation do plan asymptote correspondant de la developpable J 

ce plan coincide avec le plan asymptote de la Burface U relatif k la mönie 
dfrection asymptotiqne. 

IP. Soit nne direction asymptotiqne (a^i^cj parallele k 
nne ardte dMnflexion du cöne 9>«(^^y>«)« 

Dans cette hypothiser on a 

Les iquations (20.) donnent alon 

0. a. d. qne le point k Tinfini (-^ == -|- = -^ , < =£ o) est nn point donble ponr 
la snrfaoe asymptote. 

L'iqnation du cyUndre asymptote correspondant est ($. II, 1^ partie) 

6i) dans cette iqnation) on remplace a, ß, y par «^^ 6<^ c^ et qn*on calcnle 
les coefficients k Taide des formules (21.) et (23.) entenant compte des re- 
lations (240$ on trouve 

I =0; 

le cylindre asymptote se compose de denx plans paralleles. Le point donble 
est donc un point de rebronssement coniqne dont Taxe de rebronssement est 
la droito k rinfini 

'^^+»^ + *^+'9^-(^>*-^) = Ö^ ' = «• 
Ainsi \a mrfaee asgmptoU J poaide difä 3«(m-2) pamb doMes ä 
tinfim, leiquek $omt des pomt» de r^ro miemeMt eatdque dami Faxe est ä ft»- 
ßni paraüite ä im giniratrice d'm/lexiom canreepamdamte. 
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IIP. Soit une direction aBymptotiqae (o^ß^f) parallele a 
Vun des plane d'inflezion. 

Supposons la droite (o^ß^y) parallele ao plan 

-^+»^+'^ = 0' 

on anra donc les relations 

(27.) d'oü 

(tf(«,Äy) = et «,(a,/9,y)^0. 
On troQve ponr le plan asymplote de la sorface J 

et cela, quelle qne soit la direction {a,ß,y) parallele an plan considerö. Ainsi 
La Murface a9ymptote poudde ä tinfini 3m(m— 2) draite$; pour chacune 

d'eUei, le plan tangent en tut pohU quelconque re$le fixe et caincide oeee le 

plan asymptote de la wrface U correspondant ä farite d'inflexion ä laqueUe 

e$t paraUHe la droite ä tinfini eonsidirie. 

Iy^ Soit nne direction asymptotiqne {a,ß,y) parallele anne 

des intersections dn c6ne ^mip^^Vy^) avoc ses plans dMnflexion. 
Chaqne plan d'inflexion 

par exemple, conpe le cöne (Pmi^^y^*) suivant m droites, dont trois coin- 
ddent avec Tardte d'inflexion (a^^ 6^^ c^); il en reste (m— 3) antres qni donnenj 
antant de points a Tinfini dont nons allons Mndier les propriitis. 
Soit {a^ßyY) nne de ces intersections; on anra alors 

(280 d'oü 
Les eqoations (20.) et (22.) donnent d'abord 

donc ces points a Tinfini sont des f otit<f donbles. 



(29.) 
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En tenant compte des relations (28.) 9 on trouvera poar r^qnation dn 
cylindre asymptote 

c'est un cylindre proprement dit dont les plana asymptotes sont, Ton le plan 
asymptote de la snrface U correspondant a la gineratrice dMnflexion (a<^ bi, c.), 
et Tantre le plan asymptote de la surface U correspondant k Tardte {cL^ß^y) 
sitnee dans le plan d'inflexion. 

Aimiy sur chacune de$ Sm{m—2) draites que la surface asymptote 
possdde ä Tinfiniy t/ y a (m— 2) points doubles, dont un est um point de re- 
broussement comque pour lequel Faxe est ä tinfini, Par cons6quenty la surface 
asymptote possdde dijä 

3m(m-2f 

points doubles ä tinfiniy pamU lesquels ü y a 3ffii(ffi--2) points de rebroussement. 

y^ Soll nne direction asymptotiqne ia,ß,y) parallele a 
Tnne des intersections des plana tangents dMnflexion entre enx. 

Seit {a,ß^) une de ces intersections; on aora, par exemple: 



(30.) 






Les eqaatioiw (20.) et (22.) donnent 

donc les points a Tinfini correspondants sont des points doubles. 

En tenant compte des relations (30.) ? on tronyera pour reqaation du 
cylindre asymptote 

c'est un cylindre proprement dit dont les plans asymptotes sont les plans 
asymptotes de la surface V correspondant aux ardtes d'inflexion {a^ bi, e») , 

{aj, bjy Cf). 
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Or, le nombre des plans d'inflexion etant 3m (i»— 2), le nombre de 
leurs intersectioaa c. a. d, le nombre des droites actuelles {a^ß, j^) sera 

3m(m-2) [3^(^_2)_i]. 

ce qni donne autant de nouveanx points doubles. 

Tbeorene. Donc, en difinitiee, la 9wrfaee asymptote po$$dde, en taut, 

pomts doubles, parm iesquels il y a 3iii(m— 2) painU de rebraussement. Sur 
chacUHe dee 3ffi(fli-*2) droites que la surface asymptote posside ä Tinfim, il y a 

pomt» doubles, dont un est un pomt de rebroussement. 

50. Noo8 Bignaleroim encore la propriete suivante: 

La rarface propos6e U etant de degrö m, la snrface asymptote est, 

en geniral, du degre m(3m— 5); ces deox surfaces se conpent donc snivant 

nne conrbe ganche de Tordre m^(3m— 5). 
Op 

(2^) J = (p.e+tl<p^,e+q>^^'e,(x, y, Ä)y_,(a,, b„ c,)]+fx+-^ = 0. 

Relranchons de la seconde equalion la 1^'* multipliee par $, et divisons par 
t, il vient 

(3^) J' = ip^[Fe,{x,y, «)y_i(a,, b„ e,)\+tix-V^^0]+e...^O. 

Retrancl^ons encore de cette derniere öquation la 1^"* multipliee par 2^tf<9?^i(aj^6^^cJ, 
on trouve, apres avoir divise par t, 

Or la surface J" est du degre [m(3m— 5)— 2] ou (m— 2)(3m+l); donc 

La courbe d'intersecHon de la surface Uet de la diveloppable asymptote, 

laquelle courbe est de t ordre m^(3m— 5)v«e trouee sur une surface de T ordre 

(m-2)(3m+l), 

51. Remarqne. 

Tons les calculs et consequences döveloppis depuis le n"". 44 jusqu'au 

n^ 51 ont ele etablis dans Thypothese oü le cöne (p^ {x, y, i) n'a pas d'ardtes 

doubles. 
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Suppo9QM que le edne ^pmi^yV»») oH <m^ arite double ardmaire. 

TSouB savons que, dans ce cas, l*ordre de la surface asymptote se trouve 
diminue de deux unltös [n^. 29], il est, par snite, ögal a 

[m(3m-5)-2]. 
Les directions asymptotiques sont alors: 1^. les generatrices du cöne (p^; 
2^. les droites paralleles anx plans d'inflexion restants; 3^. les droites paralleles 
aux plans toachant le cöne (p^ saivant Tardte double en quesUon [n"". 39]. 

Mais la prösence d*une aröte double diminue de six unites le nombre 
des arötes d'inflexion; par consequent, la fonction 6'(x,y,i^) correspondant 
aux plans d'inflexion restants sera ici du degrö [3m(m— 2)— 6], la fonction 

est donc du degre [m+3m(m— 2)— 6] ou [fii(3fii— 5)— 6]; par suite, les 
Premiers membres des öquations des plans tangents P et iß suivant Tardte 
double devront entrer respectivement au second degri. De sorte que Ten- 
semble des termes du degrö le plus eleve pour la surface asymptote sera, 
dans le cas actuel, 

<P^(x,y,z).ff{x,!f,z).P'.Q\ 

Suppoions que le cöne (fmi^^y^^) ^H ^^^^ orile de rebraussement. 

Nous savons que, dans ce cas^ Tordre de la surface asymptote se 
trouve diminui de quatre unites [n"*. 30], il est, par suite, egal ä 

[«i(3m-5)-4]. 
Les directions asymptotiques sont alors: l^ les gön^ratrices du cöne (pmi^^y,^)*^ 
2"". les droites paralleles aux plans d'inflexion restants; 3''. les droites paral- 
leles au plan touchant le cöne <p^ suivant Taröte de rebroussement [n"". 42]. 

Mais la presence d'une aröte de rebroussement diminue de huU unites 
le nombre des arötes d'inflexion, par cousequent la fonction ff^x^y^z) cor- 
respondant aux plans d'inflexion restants sera ici du degre [3m(m— 2)— 8]; 
la fonction 

H>m{x,y,i).ff'{x,y,z) 
est donc du degre [m+3fii(m— 2)— 8] ou [«i(3m— 5)— 8]; par suite, le 
premier membre R de T^quation du plan de rebroussement doit entrer au 
4^*"* degre. De sorte que Tensemble des termes du degre le plus eleve pour 
la surface asymptote sera, dans le cas actuel, 

tp^{x,y,si).ff'{x,y,i).R\ 
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11^. CaB oü le cöne des directions asymptotiques est d^composable. 

52. Lorsque le cöne des directions asymptotiques de la surface U se 
decompose en plusieurs cönes de degres moindres qne m^ on peut determiner 
isolement la snrface developpable asymptole correspondant ä chacun de ces 
cönes; Tensemble de ces surfaces partielles constituera la surface asymptote 
campläte pour la surface proposee. 

Evaluons le degre de ces surfaces asymptotes partielles. 

Reprenons la notation Xi^ X2^ x^^ pour les variables, et representons 
respectivement par u{xi^X2^Xz) et f (o^i ^ a^2 , 0^3) les fonclions homogenes 
Vm{x, y, z) et y^i (x, y, z). 

Supposons, par exemple, qu'on ait 

(32.) (p^ ou «(xx, a?2, 0:3) = ^(a?!, ojj, a?3). C>(a?M x^^ x^)^ 

les fonctions P et etant respectivement des degres p et q^ de sorte que 

(33.) p+q = m. 

L'equation du plan asymptote correspondant a une generatrice {x^^x^^^x^) du 
cöne P {xi , X2 , X3) sera 

(34.) x,Fi+x,Fi+x,F^,+tr = 0, 
avec la condition 

(34»'^) P(a^y,a:^,S4)=P" = 0; 

nous avons, en outre, pose 

(35.) ^(.„x.,x.) = .^^la^. 

Les raisonnements et les calculs du n"". 8 sont applicables ici. De sorte que 
si Ton pose 

/ * 11 * 12 * 13 

1 V ^^ '21 -«22 -'23 



(36.) 



* 31 * 32 P33 



aö 



dPrs ' 



on trouve que le nombre des generatrices de la surface asymptote (correspon- 
dant au cöne P(a!i, ots, 0^3)) rencontrees par une droite arbitraire est egal au 
nombre des Solutions communes ou des generatrices communes aux deux cönes 

öl X, Gi+^iC> 
(37.) a, 052 62+^2?) = 0, P{xi^ X2^ Xi) = 0. 
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»1 



Xi Li 
Xt Li 



= 0, 
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Or, si Ton remarque que 

^ _ Of>i'-f>Oi 

a premiere des equations (37.) pourra s'ecrire 

Ol Xi Ai 
(38.) f).^' «2 X2 ^2 + 

OU 

Mais les fonctions P, Q, ^, sont des deg^res respectifs 

p, (m^p), 3(/i~2); 
on voit d'apres cela, et en ayant egard ä (33.) ? que requation (38.) est 
da degre 

(/> + 2m-5). 

Donc le degr6 de la siirface asymptoie partielle correspondant au 
cöne P{Xi^X2^a:i) des directions asymptotiques est egal a 

N, = p{p+2m-5), 

p etant le degre du cöne P(xi^X2^Xi). 

Le degre de la surface asymptote partielle correspondant aux direc- 
tions asymptotiques du cöne ^(ari^a^,^}) sera 

q etant le degre du cöne Q{xi^X2^x^). 

L'ensemble de ces denx surfaces constitue la developpable asymptote 
complete de la surface proposee; or cet ensemble de surfaces sera, eu egard 
a la relation (33.), du degre 

iV= fi,+fi2 = m(3fii-5)-2;)^. 

53. U est facile de generaliser ces considerations, et de voir que, sl 

Vmix, y, ä) = P(x, y,z).Q{x, y, ss).R{x, y, ss).S(x, y, ä)... = 

est requation du cöne des directions asymptotiques, A py q, r, s . . . sont les 
degres respectifs des fonctions P, Q, R, S, . . . Tensemble des surfaces 
asymptotes partielles formera un Systeme du degre 

N = m{dm—b)'-'2{pq+pr+p$+'''+qr+*''). 
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Donc, lorsque le cdne des directiona asymptotiques se dicompose en 
pluneurn cönes, les surface$ asymptotes partielles correspondant aux differents 
cönes farment nn Systeme de surfaces dont le degri est moindre que le degri de 
la sur face asymptote correspondant au cos genircU oü le cdne (fmi^it/y^) est 
indecomposable; la diminuHon du degre est igale au double du nombre des 
intersections des cönes partiels pris deux ä deux. 

Ce resultat est parfaitemeni d'accord avec la conclusion enoncee au 
n^ 31. 

Je ne m'arröterai pas a rexamen des cas particuliers qui se. presentent 
dans la question actuelle; et je terminerai en resumant les differentes pro- 
pri6tes de la sorface asymptote qui nons ont ete foarnies par Tanalyse de- 
veloppee dans cetle 2*"*' partie. 



IIP. B^sum^ g^D^ral 
54. La surface developpable asymptote est Tenveloppe des plans 
asymptotes de la surface proposee U; eile est, en general, de Vordre 

N = m(3fii-5), 
si m est Tordre de la surface U; et de la classe m{m—l). 

Lorsque le cöne 9>m(^^j(^^) des directions asymptotiques possede 
une aröte double ordinaire ou une aröte de rebroussement (ne corres- 
pondant pas ä un point double de la surface U) Tordre de la surface 
asymptote est diminue de deux ou de quatre unites. 

Lorsque la surface U b nn point double a Tinfini, Tordre de la 
surface asymptote est, en general, diminue de six unites; mais, si la 
direction asymptotique correspondant au point double est une aröte triple 
du cöne (p^{Xyyyi\ la diminution sera de neuf ou de douze unites, sui- 
vant que cette droite est une ardte simple ou une aröte double du 
cöne (p^i(x,y,z). 

Les directions asymptotiques de la surface asymptote sont: d'abord, 
les generatrices du cöne y«(iP, y, ä); en second Heu, des droites quel- 
conques paralleles aux plans dMnflexion du cöne 9>«(^>y>^)9 et aux 
plans touchant le cöne suivant des arötes doubles, lorsqu'il y a de telles 
arötes. 

On peut conclure de lä Texpression des termes de degre N et {N—iy 
de Tequation de la surface asymptote. 

33* 
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La surface asymptole possede, en generale ä Tinfini 3m (m— 2) droites; 

le plan tangent reste invariable quel quo soit le point considere sur ime 

de ces droites. Sur chacune de ces droites, il y a 

3m'-~4fft — 5 
2 

points doubles ponr la surface asymptote, dont un est un point de re- 
broussement de conique pour lequel Taxe est ä Tinfini. La surface 
asymptote possede, en tout, 

3^1^11^ |;3m'^4m-5] 

points doubles, dont 3m (m— 2) sont des points de rebroussement cor- 
respondant aux arötes d'inflexion du cöne (Pmi^^y»^)- 

La courbe d'intersection de la surface proposee avec la surface 
asymptote, courbe dont Tordre est m^(3m— 5), se trouve sur une surface 
dWdre (m-2)(3m+t). 

Lorsque le cöne des directions asymptotiques se d^compose en plusieurs 
cönes, les surfaces asymptotes partielles correspondant aux differents cönes 
forment un Systeme de surfaces dont le degr6 est moindre que le degre 
de la surface asymptote correspondant au' cas general oü le cöne est 
indecomposable; la diminution du degre est egale au double du nombre 
des intersections des cönes partiels pris deux ä deux. 

Lorsque requation de la surface proposee peut ötre amenöe a ne 
plus renfermer de termes du degre (m— 1), la surface asymptote est le 
cöne ^mi^yVy^) dcs diroctious asymptotiquos; et reciproquement, lorsque 
tous les plans asymptotes enveloppent un cöne, requation de la surface 
peut ötre amenee a ne plus renfermer de termes du degre (m— 1). 
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lieber die simultane Integration linearer partieller 
Differentialgleichungen. 

(Von Herrn Ä. Clebsch zu Giessen.) 



xJie Aufgabe, die gemeinsamen Lösungen mehrerer linearen partiellen 
Differentialgleichungen zu 4nden, ist von Jacobi im 60*^*'* Bande dieses Journals 
p. 23ff. und ausfQhrlicher in seinen demnächst zu publicirenden Vorlesungen 
über Dynamik, für einen besondem Fall behandelt worden. Dieser Fall be- 
steht darin, dass, wenn eine Reihe Yon Gleichungen 

(1.) ^(/) = o, ^2(n = o, ... A(n = o 

Yorliegt, wo 

(2.) Mf) = X,,-^+X^-§^+""hX.^, 



zwischen den Operationen A die fär jeden Werth von « and x gfiltige Iden- 
tität stattfindet 

(3.) MMn)-MMn) = 0. 

Jacobi hat gezeigt, dass in diesem Falle die Gleichungen (1.) n—v 
gemeinsame Lösungen besitzen, und hat den Weg, sie zu finden, angegeben. 
Eine Modification seiner Methode habe ich im 61**''" Bande dieses Jonmals 
p. 168 dargestellt. 

Im Folgenden werde ich die Aufgabe ohne Voraussetzung der iden- 
tischen Relation (3.) aufnehmen und zeigen, wie unter allen Umständen das 
Problem sich auf den von Jacobi behandelten Fall zuräckfQhren ISsst, wo- 
durch dann die Frage nach der simultanen Integration linearer partieller Dif- 
ferentialgleichungen in allgemeinster Weise gelöst ist. 

§. 1. 

Begriff eines vollständigen Systems. 
Ein System von Gleichungen 

(4.) A(/) = 0, ^,(n = 0, ... A^in^O 

sei vorgelegt; es kommt zunächst darauf an, zu entscheiden, ob dieselben ge- 
meinsame Lösungen zulassen, und wie gross die Anzahl der yon einander 
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anabhängigen ist. Ich bilde zu diesem Zweck aus den Gleichungen (4.) die 
Combinationen 

(5.) A{A^(n)-MMn) = 0, 

welche wieder lineare partielle Differentialgleichungen ergeben. Entweder 
sind nun die Gleichungen (5.) lineare Combinationen der Gleichungen (4.), 
oder sie sind von diesen verschieden. Die unter den Gleichungen (5.), welche 
etwas neues ergeben, füge ich den Gleichungen (4.) hinzu, und bilde nun 
wieder sämmtliche Combinationen (5.). Indem man auf diese Weise fortfAhrt, 
gelangt man schliesslich zu einem Systeme, welches sich von (4.) durch eine 
Reihe hinzugeffigter Gleichungen unterscheidet, und bei welchem endlich die Com- 
binationen (5.) keine neuen Gleichungen mehr liefern. Das so entstandene System 
(6.) A(/) = 0, ^(/).= 0, ... A^{n = 

nenne ich das aus (4.) abgeleitete eoUständige System. 

Ein f)ollständiges System mrd also durch die Eigenschaft de/inirt^ dass 
sämmtliclhe Ausdrücke (5.) lineare Combinationen des Systems selbst sind. 

Die grösste Anzahl von Gleichungen, welche ein vollständiges System 
enthalten kann, ist gleich n. Denn in diesem ungfinsligsten Falle kann man 
die -J- linear durch die Ai(f) ausdrflcken, und also auch jeden linearen Dif- 
ferentialausdruck überhaupt als lineare Function der Ai{f) darstellen. 

Wenn das vollständige System aus n Oleichsmgen be$tdU, so haben die 
Gleichungen keine simultane Lösung. Denn das System der Gleichungen (6.) 
fahrt dann auf die Gleichungen 

d. h. auf die evidente LöatiDg ^=Const. 

Es wird sicli zeigen, dass weno y<Z»^ immer n—v simultane Lösun- 
gen exisliren. 

lieber die Gleichungen des vollständigen Systemes kann man nan fol- 
genden Satz aufstellen: 

Siad 

Nif) 
irgend zwei linmrß 




eine solche. 
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In der That ist 

Die ersten Theile der rechten Seite haben hier schon die verlangte Form; 
die Differenz der zweiten Theile 

nimmt dieselbe Form an, weil der eingeklammerte Aasdruck der Voraus- 
setzung nach sich in jene Gestalt bringen lässt, wenn die A ein vollständiges 
System bilden. 

Hieraus geht sogleich hervor, dass die Gleichunget^ eines eoUständigen 
Systems, wenn man sie durch irgend welche lineare CambinaUonen ersetzt, 
immer auf ein vollständiges System führen. 

§. 2. 

Reduction des vollständigen Systems auf ein JocoMsches. 

Unter einem Jacobischen Systeme verstehe ich ein solches, bei welchem 
die Ausdrücke (5.) nicht lineare Combinationen der Gleichungen (6.) sondern 
identisch Null liefern. Dieses System hat Jacobi a. a. 0. integriren gelehrt. 

Ich werde jetzt zeigen, dass es immer unendlich viele Arten giebt, ein 
vollständiges System in ein /acoöisches zu verwandeln. Nehmen wir v wiU- 
kürlich gewählte Functionen 9m 92, ... 9^^ und bestimmen die v Gleichungen 

(7.) ßx(/) = 0, Ä,(/^) = 0, ... Ä,(/) = 0, 

aus den identischen Relationen*): 

lA,{f) = A{(p,)B,{f)+A,icp,)B,(f)+^^^ + M(p,)BM'). 
(8.) !^^^^^ " M<Pi)Bi{n+A^(<p2)B,if)+-'+A,((p,)BM, 

so bilden die Gleichungen (7.) ein Jacobisches System, d. h. es ist identisch 

(9.) B,{B^{f))^B^{B,{f)) = 0. 

Der Beweis ffir die Richtigkeit dieses Satzes ist sehr leicht zu fuhren. 
Setzt man in den Gleichungen (8.) für / der Reihe nach 91, 9^, ... (p^, so 



*) Dieses System findet sich schon in meiner Abhandlung über das P/bjfsche 
Problem im 61***" Bande dieses Journals. 
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ergiebt sich durch Aoflösang dea Systems linearer Gleichungen 

(10.) J?,(yJ = 0, 
so oft f Yon X yerschieden ist, nnd 

(11.) B,(<p,) = 1. 

Nun ist der Ansdrack auf der linken Seite der Gleichnng (9.) nach dem am 
Ende yon §. 1 bewiesenen Satze eine lineare Combination der AnsdrQcke A, 
also auch^ wenn man fBr die A{f) aus (8.) ihre Ausdrücke in den B{f) 
setzt, yon der Form: 

B,{B,{n)-B.{Biin) = c,B,{n+c2B,{n+'-+CrBAn' 

Setzt man in dieser Gleichung fBr f der Reihe nach 9>i, 9>29 • • • 9>r ^^^ be- 
rQcksichtigt die Gleichungen (10.), (ll.)i so erhAlt man hieraus der Reihe 
nach die Gleichungen 

Ci = 0, C, = 0, . . . C^ = 0, 

d. h. der fragliche Ausdruck muss identisch yerschwinden, was zu beweisen war. 
Die transformirten Gleichungen (7.) haben aber nicht allein die Eigen- 
schaft, ein Jacobisches System zu sein. Ebenso wichtig ist die zweite Eigen- 
schaft, welche aus (10.) folgt. Jede der transformirten Gleichungen besitzt 
nämlich v — X bereits bekannte Lösungen y denn jede wird durch diejenigen 
Functionen (p befriedigt, deren Index yon dem der betreffenden Gleichung yer- 
schieden ist. So wird durch die Transformation (8.) ein doppelter Zweck 
gleichzeitig erreicht. 

§. 3. 
Integration des Jocofrischen Systems. 

Ich muss des Folgenden wegen hier die Methode kurz wiederholen, 
welche zur Bestimmung einer gemeinsamen Lösung der Gleichungen (7.) fährt. 
Sie besteht darin, dass man successiye Lösungen sucht, welche die erste, die 
ersten beiden, die ersten drei etc. der Gleichungen (7.) befriedigen. Es handelt 
sich also nur um eine Darstellung des Weges, welcher yon einer simultanen 
Lösung ^\.| der ersten i— 1 Gleichungen (7.) zu einer simultanen Lösung xp^ 
gelangen Iflsst, welche auch noch der t*^" Gleichung genagt. Man hat dann 
der Vornusüotaung nach v^i-i ^^ bestimmt, dass 

«i(V'.-i)==0, Ät(V^-i) = 0, •.. J?^i(v/..-0 = O. 
Darnun folgt wegen der identischen Relationen 

Ä*(Ä-(V--i)) = B,{B,{tp^,)), 
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dass auch 

Vi-i^Ä^CV'.-i). V'ili = Ä*(V<-i) etc. 

den ersten i— 1 Gleichungen (7.) genfigen. Ist nnn v^^i die erste Function 

dieser Reihe, welche sich als Function von ^i-m Vi-i^ • • • V^^T^^ V^iy V<+ii • • • 
ipy darstellen ISsst, und betrachtet man xpi als Function eben dieser Ausdrficke, 
so hat man 



+^'(^'-'^5^+^'(V'Ug^+-+Ä*(v! 



(;i-i). dipt 



^» ^^ä;^^ 



^♦-1 



oder 






Jede Lösung tpi dieser partiellen Differentialgleichung mit fi+\ unabhAngigen 
Yariabeln ist zugleich eine simultane Lösung der ersten t Gleichungen (?.)• 

Die Anzahl von Lösungen, welche i— 1 Gleichungen mit n Yariabeln 
gemein haben, kann nie grösser als n— (t— 1) sein; daher kann auch die An- 
zahl der Functionen 

rpi^i^ vl-i9 • • • V—r ^ yo Vi+i? • • • yr 

diese Zahl nicht übersteigen, oder es kann fi höchstens gleich n-^-v werden. 
Die Gleichung (12.) ist also eine lineare partielle Differentialgleichung mit 
höchstens »— v+1 Yariabeln; und die Bestimmung einer gemeinsamen Lösung 
aller v Gleichungen erfordert also die Kenntniss je einer Lösung von v 
Gleichungen mit n--v+\ unabhängigen Yariabeln, oder was dasselbe ist, die 
Kenntniss je eines Integrals von v Systemen von je »— y simultanen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung. 

Um aUe verschiedenen simultanen Lösungen des Systems aufzufinden, 
muss man zunfichst die letzte der v verschiedenen Gleichungen (12.) roff- 
etänäig integriren. Ist in derselben fi^n-^Vy so bat man sofort alle ge- 
meinsamen Lösungen gefunden. Ist aber /t kleiner, so findet man hierdurch 
nur einen gewissen Cyclus dieser gemeinsamen Lösungen, und man muss 
weitere Lösungen der vorhergehenden Gleichungen (12.) aufsuchen. 

Wenn der erste Fall eintritt, so findet man n-v gemeinsame Lösungen, 
und es existiren also wirklich so viele Lösungen. Im anderen Falle kann 
man einen Beweis dafQr fordern, dass wirklich so viel Lösungen vorhanden 

iomniftl mr Mathemfttik Bd. LXV. Hefi 3. 34 
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sind. Diesen Beweis kann man leicht in folgender Art fahren. Seien x 
gemeinsame Lösungen der Gleichungen (7.) bekannt. Fflhren wir diese in 
das System (7.) als Variable ein, neben m—x anderen Yariabeln, so yer- 
schwinden in allen Gleichungen die Glieder, in welchen nach der ersten Art 
von Yariabeln differentürt wird. Man hat ako dann ein System von y Glei- 
chungen mit nur m^x Yariabeln vor Adk^ in welchem die gefundenen x Lo- 
sungen die Rolle von Constanten spielen. Dieses neue System ist noch ein 
JocoMsches, und hat demnach wenigstens eme von den frflheren verschiedene 
Lösung, sobald nur »— x >>v. Es giebt also immer noch weitere Lösungen 
bis SU jr = »— y^ d. h. das System hat m—r gemeinsame Lösungen. 

$ 4. 

Die Integration der partieDen DiffiDrentialgleichungen. 

Die Integration der partiellen Differentialgleichungen mit m unabhängigen 
Yariabeln ffthrt bekanntlich nach Jaeobi auf die Aufgabe, successive eine 
simultane Lösung f&r je ein System von 1, 2, 3, . . . »—1 linearen partidlen 
Differentialgleichungen erster Ordnung %u suchen. 

Bedienen wir uns des von Jaeobi eingeffkhrten Symbols 



(y.V') - 5(^"5^""^"^)' 



wo die p die Differential^otienten der unbekannten Function nach den x be« 
deuten; ist f^e die gegebene Gleichung, und sind 

die Gleichungen, welche mit /=c susammen diese als Functionen der x und 
und der willkflrlichen Constanten e bestimmen, so erhalt man 

/; als Lösung von (A» /^ = 0, 

A als Lösung von (A, /) = 0, (A, A) = 0, 

A-i •!• Lösung von (A-i,/) = 0, (A-nA) = Oi ••• (A^mA-0=O. 
Jedes dieser Systeme ist bereits ein /aco6tsches; aber diese Eigenschaft kommt 
bei der Anwendung des in $. 3 entwickelten Yerfahrens nur in sofern in 
Detraoht, als dasselbe ein 9oil$lämiige$ ist. 

Man hat aber bei diesem System noch den weitem Yortheil, dass man 
ror das erste System schon die Lösung A fflr das sweite die Lösungen /und 
Ai etc.| für das letate A Ai • • A-« kennt. Die Ordnungen der Integrationen 
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welche man bei den verschiedenen Systemen ansznffthren hat^ erniedrigen sich 
dadurch am weitere 1, 2, . . n—i Einheiten, und man bedarf also snr Auf- 
Stellung simmtlicher Functionen f je eines Integrals von 

1 System von 2ii— 2 Differentialgleichungen erster Ordnung 

2 Systemen - 2«— 4 

3 - - 2ii~6 - - - 
n-l - - 2 - - - 

8. 5. 

Darstellmig der von Herrn Weiler gegebenen Vereinfachung von JaeolhB Methode 
der Integration der partiellen Differentialgleichangen erster Ordnung. 

In SeUömUchB Zeitschrift fflr Mathematik, Jahrgang 1863 p. 264, hat 
Herr Weiler eine Untersuchung tlber das in Rede stehende Problem yer- 
öffentlicht, in welcher eine Vereinfachung der im Yorigen $. auseinanderge- 
setzten Integrationsmethode enthalten ist. 

Diese Vereinfachung, welche die Anzahl der erforderlichen Integrationen 
yerringert, und sich bei genauerer Prüfung als eine natflrliche Fortentwicke- 
lung der Jbco6tschen Methode erweist, besteht in folgendem. 

Die Systeme, deren successive simultane Integration die Aufgabe er- 
fordert: 

1. (A. /) = o, 

2. (A, /) = o, (A, A) = o, 



n-i. (A-nr) = o, (A-i,A)-0, • . . (A-mA-2) = 
sind nicht völlig unabhängig von einander; vielmehr unterscheidet sich jedes 
folgende System nur durch den Hinzutritt einer einzigen weitem Gleichung. 

um auf die vorliegenden Systeme die oben ($. 3) auseinandergesetzte 
Methode anwenden zu können, muss jedes System in ein System von der 
Form (7.) transformirt werden. Dabei kann jedesmal ein neues System von 
Functionen q> angewandt werden. Wir wollen aber hierOber nun folgendes 
festsetzen: 

1. Bei jedem folgenden System sollen immer wieder dieselben 
Functionen tp benutzt werden, und nur eine einzige neue Function (p soll 
hinzutreten. 

2. Die Function (pt, welche bei dem •**" System hinzugefügt werden 
muss, soll eine aus der Reihe der simultanen Lösungen sein, welche man 

34» 
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für die $—2 ersten traDsformirten Gleichangen des yorbergeheDden Systems 
gefanden hat. 

3. Statt der Gleichangen des •''" Systems soll man, am dieselben anf 
die Form des Systems (7.) so transformiren , die schon transformirten Glei- 
changen des (•—1)'*'' System benatsen, and nar die letzte Gleichong nnver- 
Ändert hinzaffigen. 

Die transformirten Gleichangen, welche aas dem obigen Systeme her- 
vorgehen, bezeichne ich dnrch 

1. Ä{'^(/i) = 0, 



Nach der Bestimmang No. 3 sollen nan 

sich aas folgenden Gleichangen bestimmen: 

^Bt'\F) = B[^'KVi)m''(F)+»r'\<h)Bi^(F)+-+Br^^^^ 
\Bt'\F) = m*-'\ipOB^\F)+Bt'''{V7)m\F)+...+m^'\Vi)Bi^^^^ 



(13.) 



\B^^!^HF) = Bti''{v^)mKF^+Bt^'H<h)Bi''(F)+-+Bti'Kv^^^^ 

Nan ist, weil bei der Bestimmang der B^^^^ die ersten f— 1 Fanctionen y 
bereits benatzt sein sollten: 

wenn h und k kleiner als t. Ferner sollte % «ne aimaltane Lösung der 
Gleidrangen 

sein, welche natflrlieli von ^_i yersciiieden sein mnss. Hierdurch rednciren 
sich die Gleichungen (13.) auf folgende :- 

,^'-»>(F) = S5'>(F), 



(14.) 



|5<ti'>(F)-Ä<5,(F), 
' m'\F) « 5J2.(F)+5fc'^(9.)i»J"(i^), 
(A-M F) - (/U, 90mF)+if^.. y*)«"(F) +-+(/'.-., »O^^n 
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Man irieht also, das$ bei dieeer Art der Bestimnwmg jedes folgende System 
eine Reihe ^an tramsformirten Gleichungen mit dem vorhergehenden gemein 
hat; nur die letzte Gleichung des vorhergehenden Systems kommt in dem folgenden 
nicht vory und dafür treten in dem letztem »wei neue Gleichungen hiniu. 

Man kann sonach das ganze System der transformirten Gleichungen in 
folgendem Schema darstellen: 

1. WO =0, 

2. I>i(/i) =0,C,(A) =0, 

3. D,(f,) =0,A(/3) -0,Cs(/3) =0, 



(15.) 



ln--2. DiC/:.0=O, DaC/UO^O, D3(A-0=0, . . C_,(/U0=O, 

L^i. D.(A>i)=o, A(/Ui)=o, Ds(/:^,)-o, . . . D.„,(/:^o=o, c_,(/Ui)=o, 

wohei nach (14.) die hier durch C, D hestimmten Ausdrücke sich aus den 
identischen Relationen hestimmen: 

(16.) }(f^i,F) = {f^,,tp,)D,{F)-V{f^i, V2)D,{F)+... + (f^,,(p^,)D^,iP) 

( +(/;~My.)a(n 

Diese beiden Gleichungen dienen da«u um D^i{F) und C^TF) durch die vor- 
hergehenden Ausdrücke darzustellen. 

Die simultane Integration der Systeme (15.) wi»d nun dadurch wesent- 
lich erleichtert, dass man für das t**" System nicht mpor eine simultane Lösung 
seiner ersten •—2 Gleichungen successive aufzusuchen braucht, sondern dass 
diese schon bei der Behandlung des •— 1*^" Sysfemes gefunden ist. Man hat 
also in jedem System nur noch siwei Integrationen vorzunehmen; und die Be^ 
Stimmung sämmtlicher Functionen f bedarf also nur der Kennlniss je eines 
Integrals für ein System eon 2«— 2 gewöhnlichen Di/ferentialgleichungen, und 
für je siwei Systeme von 2»— 4, 2ii--6, ... 2 gewöhnliehen Differentitd- 
gleichungen. 

Aber nur dann sind die Integrationen immer von so geringer Zahl, 
wenn die Zahlen /ji überall ihre höchsten Werthe erreichen. Wenn bei irgend 
einer Integration der Cyclus der daraus abgeleiteten simultanen Integrale sich 
früher schliesst, so kann man endlich zu einer Stelle gelangen, wo entweder 
keine Function g>i mehr gegeben ist, welche von ft^i verschieden, oder es 
wird doch nur eine Function dieser Art bekannt sein, so dass man keine ge- 




le LAnsf 4er «ntea t—3 ffleictaagea des folgenden Sysleni rar 



S.6. 
I>w iyS^behe Pkoblem. 
Die Adg^ de« DifereMidansdnick 

Xidl^+ J[;dbi^+-'- + j:,.d!3^ 
■ die Fer« 

F.^.+F.rfA+.+F.dir. 
ftkemAhren, kabe ick im 6(r** nnd 61*^ Bande dieses Jonmals anf ein 
Syslea ▼•• *'^ siaaltanen parlidlen Differentialgieichnngen snra^geAklirt, 
wdche fie Fwmdäumem f defnirea. Diese Differential^eichongen habe icii durch 

beseickneC; aad swar keetimaien sich die Functionen f ab simoltane Lösung 
folgend« Sjsleae: 

/. :(A)=«. 

A:(A) = «. [A,A] = 0, 

A'(A)=«. [A,A]=o, [A,A1=0, 

f.iyr^ = 0, [A,A]-0, [A,AI=0, ... [A,A-J=0. 
Jedes dissir SysleaM Uldel nach den a. a. 0. bewiesenen Rdationen ein voll- 
•tindif« Systea in des oh«i fesigestditen Sinne, aber nicht ein JaeobiaAe» 
SystMi. Denn wenn A« At - • A-t <«■ «nten t-1 Systemen genflgen, so 
hMl«hM fte das •** System ^e Relationen (*,A=l,3,...i-l): 

UA^AJ-([/:»A]) = [A,Al» [[A>A],A]-[[A,A],A1=0. 

KvX die obigen Systene sind daher die Betrachtungen der $$. 3, 3 
a^th^il anwendbar« und die Anfsnohang der Functionen f bedarf daher der 
Kenntnis» ton je einem htegrd l»r 

I System von Sn— 1 gewöhnlichen Differentialgleichungen 

]) Systeme - 3»-3 

» - - «n-5 
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Aber auch hier tritt der Umstand ein, dass jedes folgende System 
sicli nur am etne hinmtretende Gleichung von dem vorhergehenden unter- 
scheidet. Man kann daher auch die Methode des Herrn Weiler auf dieses 
Problem anwenden, und e$ geüngl nach dieser im Allgemeinen die Auffindung 
der Functionen f durch Kenntnies je eines Integrals eo« ejnem System eo« 
2«— 1 gewöhnlichen Differentialgleichungen ^ und 9on je zwei Systemen van 
2«— 3, 2«— 5, ... 1 gewöhnlichen Differentialgleichungen. 

Die partiellen Differentialgleichungen der Invariantentheorie. 

Jede absolute Invariante einer Function von n Yariabeln genfigt be- 
kanntlich einem System von n^ linearen partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung, und es muss eine besondere Eigenschaft dieser partiellen^ Differential- 
gleichungen sein, dass sie eine gewisse Anaahl simultaner Lösungen sulassen. 
Ist p die Ordnung der Function, und 



, V _ n.n+i...n+p'-i 
^""'P^ 1:2:^5; ' 



SO ist {n,p) die Anzahl der Coef&cienten der Function, also (n,p) die An- 
sahi der Yariabeln, nach denen in jenen Gleichungen differentiirt wird. Die 
höchste Anzahl gemeinsamer Lösungen, welche jene Gleichungen besitzen 
können, ist also {n^p)—n^; und wenn jene Gleichungen bereits ein vollstän- 
diges System bilden, so besitzen sie in der That so viele gemeinsame Lösungen, 
d. h. es giebt {n,p)—n^ von einander unabhängige simultane Invarianten. 
Dies ist der einfachste, und zugleich der strengste Weg, die Existenz von 
so viel Invarianten wirklich nachzuweisen, und der Nachweis, dass die be- 
treffenden Gleichungen ein vollständiges System bilden, ergflnzt also eine 
wesentliche Lücke der Invariantentheorie. 

In der That ist jener Beweis durch wirkliche Bildungen sehr leicht 
auszufahren. Bezeichne man mit Herrn Aronhold (Bd. 62, p. 291 dieses 
Journals) die fi^ partiellen Differentialgleichungen durch 

(1.) Z>,,(77) = 0, 

wo Q, a die Werthe 1, 2, . . . « zu erhalten haben. Man findet dann wirk- 
lich, dass die Operationen 

nur auf lineare Combinationen der Gleichungen (1.) fikhren, womit jenes 
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System als ein volLrtindiges charakterisirt ist Man erhalt nimlidi, wie eise 
sehr einfache Rechnung lehrf^ folgende identische Relationen: 

(2.) / D„{D„{n))-D„{D„iIT)) = 0, 

D,.{Dr,(n))-Dr,{D^(n)) = D„(ir), 

In diesen Gleichungen bedeuten die in derselben Gleichung rerschieden ]»e- 
zeidineten Indices auch wirklich von einander verschiedene Zahlen; die Glei- 
chungen (2.) umfassen dann alle möglichen aus (1.) su bildenden Combinationen. 
Die Gleichungen (2.) gelten flbrigens auch noch, wenn das System (1.) 
sich auf 9%muUane Invarianten bezieht. 

Giessen, den 5. Februar 1865. 
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üeber diejenigen Curven, deren Coordinaten sich 
als lijperellip tische Functionen eines Parameters 

darstellen lassen. 

(Von Herrn Brill.) 



V orliegendc Abhandlung reiht sich an die ünlersucbungen über die 
Anwendung der Abelschen Functionen auf die Geometrie, welche Herr Clehnch 
in einer Reihe von Aufsätzen kOrzlich veröffenllicht hat*), an. Die geometrische 
Behandlung, also die Aufstellung der Probleme und die Deutung der Lösungen, 
lasst sich für den vorliegenden Fall {p = 2) an vielen Stellen der für p = 1 
ganz analog durchführen, so dass ich dieselbe, sowie die Ähnlich lautenden 
geomelrischen Resultate, grösslentheils glaubte unterdrücken zu können. Von 
einigem Interesse dürften dagegen die zur Lösung der geometrischen Pro- 
bleme nöthigen vorangeschickten analytischen Betrachtungen über hyperellip- 
tische Thetaquotienten sein, deren Ausgangspunkt ein /}f€^mai9»scher Satz aus 
der Theorie der ^6e/schen Functionen bildet. 

Indem wir die allgemein bekannte Darstellung der hyperelliptischen 
Functionen von Rosenhain zu Grunde legen, führen wir die Bezeichnungen ein : 

an = — j^ — dx; du = — 7= — rfj-; 
r ^Jdu -^Jdu ; r ' ^fdti^-Jdu ; 

Tf Ca c, r, 

WO X^xA—xA—z^xA—k^xA—fi^x; ß, C, B\ C so bestimmte Constanten 
sind, dass: 

l IT /i» 

/rftf = -^, /rft. = 0. fdH-\Mgp, Jdu^k.lA, 

Ol-« 1 



TT 



TT 



fdu*==0, fdti^~, fdn'^^.^A, /dn'^^Aogq, 

Ol—« 1 

TT IT 



*) Dieses Journal, Bd. 03, S. 189; Bd. 64, S. 43, S. 210. 
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Ist ferner: 



so drQeken sich die sechs Functioaen (p, deren Quotienten in den von Rosenkain 
aufgeslellien Formeln ((97.) seiner Preisscbrift*)) von ^X unabhängig 
sind, die also einen gemeinsamen Nullpunkt haben — bei Rosenhain 
j:,, yXi = ^2, V^X — durch (py^ foJgendermassen aus (wenn man unter p 
einen, übrigens für alle verschiedenen Factx)r versteht, der för keinen Werth 
der X verschwindet): 

yoo(r,i>') =p.(pM(e+ydu,iD'+/dHy, (pm{f>yv') -^ p.(pji(v+ydu,f)'+Jdu'y 
JL 1l i_ I 

fit fs* fi* f* 

II »> «• 



II i 1 

I I 

U IT 



f* f* ^ ^ /»* f 



1 l 

Wir bestimmen zunächst die unteren Grenzen c, und c,. Würde für 
X, , ^Xi = X2^ |/-X«: r = c' = 0, d. h. verschwänden für diesen Werth die sechs 
unpaaren (p, wie es für diesen Werth von Xi mit den sechs obigen (p der 
Fall ist, so wären die unteren Grenzen einander gleich. Dies wird daher 
erreicht, wenn man statt v, v' das Argumentenpaar: 



I j_ 

M* Xt Xi «a 



w = f)+/du ^fdu^Jdu, w' = f>'+fdu' = /du'+Jdu, 

y y y' y 

einführt, wodurch die obigen: ^33 (ptn) <Pu, (pw ^sj (pn der Reihe nach in die 
unpaaren: (pii (p2i v^i (pm (pw (pn übergeben. Hierin ist p' und / verschieden, 
indem im Allgemeinen die oberen Grenzen y und y verschieden sind in: 

y y «* y y' X«" 

j'du+ydu =/du, y'du'+/dtt' =yrf«'. 

Riemann verfügt nun (Bd. 54, $. 22 und 24 dieses Journals) über die unteren 
*) IMdm. prdseDt^B il Tlnstitut, tomeXI. 
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Grenzen so^ dass das von ihm belrachtete Theta, unser q)^^ identisch ver- 

du, /du wählt, dass also: 

7 7' 

if^ni^fdujd^i) = 0. 
7 r 
Seinen Beirnchlongen Iflssl sich aber auch jede andere der 16 Functionen ip zu 
Grunde legen, und wir ziehen vor, eine der sechs unpaaren, z. B. ^)i, zur 
Bedingungsgleichung ffir die unteren Grenzen zu wählen und bestimmen y, / 
so, dass: 

r r 
Nun verschwindet aber {flosenhain, F. (97.)) der Zähler in dem Quotienten: 

fQr ir«sO; man hat mithin 

= (p„(ydu ±fdu,fdu'±fdvl^ = <f'i,{fdu,J'dii) 
Y y Y* y' 

also: 

y = / = 0. 

Den Vorlheil der Gleichheit von y und y', sowie manche spfiter ersichtliche 
andere hätte uns die frfihere Grenzbestimmung nicht geboten. — Uebrigens 
wird der Uebergang zu den Argumenten mit anderen unteren Grenzen durch 
blosse Vertauschung der (p beworksleiligt. 

Wir notiren hier noch die unteren Grenzen, für welche die sechs un- 
paaren q^, die uns gemöss unserer Entscheidung Aber die unteren Grenzen 
von jetzt ab ausschliesslich beschäftigen werden, identisch verschwinden. Man 
hat aus Obigem: 

Ü0| eoi A9| 09| O0| 00| 

\ 11 I I 

(1.) j 

|0 = <p,^{ydu,fdu') = g)a(fdu,fdu') = <p,,(fdi,,fdu'y, 

die unteren Grenzen in diesen Argumenten sind jedesmal die zweiten Null- 

35» 
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X, X, 

punkte {Riemann, §.22) der sechs unpaaren Functionen (piti fdUyJdH'\ die 

u 

ausserdem den Nullpunkt o^i = gemeinsam haben. — Indem wir in der 
Folge die unteren Grenzen gleich Null annehmen, wenn wir Nichts darüber 
zufügen, und das zweite Argument in den Klammern weglassen, setzen wir: 



Die Functionen (p haben die Eigenscbafl, dass sie, geschrieben mit den Ar- 
gumenten Ui — Uky wl — wi verschwinden für zwei Werlhe von x>, sowie für 
zwei Werlhe von Xf,. Betrachten wir also ein Product aus Functionen fp ge- 
bildet mit solchen Argumenten, und alternirend für u^ tii, ... u^y am besten 
aus lauter ^31 bestehend, weil wir auch sonst diese Function schon auszeich- 
neten, also: 

(pAu-u,)(p3i{n-Ua),..(pu{^-n,,)(p,i{u^ 

so sind die Nullpunkte des Products, insofern mau es als eine Function von 
f( oder von einem der Ui allein betrachtet, leicht aufstellbar: dasselbe ver- 
schwindet, als Function von u z. B., für j? = 0, und zwar von der ^*'*" Ord- 
nung*); für a? = iF|, ,T = x^, . . . X =^ x„ (wo das Vorzeichen der Wurzeln 
für alle dasselbe) je von der ersten Ordnung. Es ist ferner periodisch und 
erhalt, bei Vermehrung von //., u um eine der Perioden: log/?, 2A oder 
2A, log 9^ einen von der Summe: 

u.ii— II,— w, fi^ oder von /i.#i'— wi—iwi — •••— w^ 

abhängigen Factor. Derselbe wird aber blos von u, respective u' abhängen, 
wenn man zu dem obigen Product ^f den Factor: 

ff3i(fi + i/i+i»2H hwj 

zufügt. Dividirt man noch durch das Product: 

^P^i''{u).(ps;^'{u,).(p^,^'M...ips,^'{u^), 

so wird der Factor, den der Quotient bei Vermehrung der Argumente um eine 
Periode erhält, auch von u, u unabhängig, und ist, durch Multiplication mit 
einem geeigneten Factor, der für keinen Werth von u, u verschwindet, gleich 



*) Eid Ausdruck werde =0*, wenn er Null wird wie /s-— a für » = «; er wird 
dann Null wie die (p in jedem ihrer Nullpunkte {Riemann §. 2). 
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+ 1 zu machen {Riemann, §. 26). Dies gilt der Syminetrie wegen ebenso für 
die Ui, u'i. — Der Quotient: 

ist also nach Hiemann gleich einer rationalen, symmetrischen Function von 
a?!, -^Xr, (T?, j-A'^; ... x^y yA^,; x, yX, welche in Bezug auf x^ y'X fol- 
gende Null- und Ünendlichkeitspunkte hat: 

(V für xr=0 , , 

also oo* für jc = 0; 



0'''^' für a? = 

0* für j-, |'A'=ari, yAV, desgl. für x, ] A'==a'?, yX^; ... Xy y'X^x^, i^u^ 
0* für zwei weitere Punkte, die von «, 4"Wi+--'+w^ abhflngen, nämlich die 
zwei Nullpunkte von y3,(ii+fi^+f/2+...-f w^) — nicht etwa von einer anderen 
der 16 Functionen tp^ wie der einfachste Fall /< = 1 in Verbindung mit dem 
Untenstehenden lehrt, — endlich noch; 

oc"'^ für x^oo. 
Diesen Bedingungen genügt für gerade /t eine Function von der Form: 

y^{nx)-^ip[x).^^xi 

wo f und (p rationale Functionen von x resp. von der Ordnung i.u+1 und 
\fi'-% sind. Denn die Zahl der zur Herstellung von fi Nullpunkten im 
Zähler verwendbaren willkürlichen Coefficienten beträgt fi. Der Klammer-- 
ausdrucke gleich Null gesetzt, giebt eine Gleichung vom ^+2*''" Gr^d« woraus 
sich die zwei noch übrigen abhängigen Nullpunkte berechnen lassen; für x^(S 
wird der Ausdruck cx>', für oo : «/••* wie verlangt. Obiger Ausdruck lässt 
sich also in Form einer Determinante schreiben, deren /« + ! Reihen in den 
Xy Xi, 0^2) • • • ^fi gebildet sind: nämlich für gerade .a ist: 



(2.) 



ixx^x^ . 



y'X . x»"-^ iX .3*1'-' ... iX «»«+' 3^ ... X 1 
,%.ar!-' iX, .x\"'' ... y'X, 4«*' 4".... X, 1 



yx^.a^-- y'x,.x)r-'' ... yjr^ a^r' x)r ..,x,\ 

wo p hier wlo in der Folge einen Factor bedeutet, der für keinen Werth von 
X, X,., ... x^, Null wird. Hieraus läsat sich leicht durch Nullsetzen von x^,, 
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dfi? (fleichiing ffir u—i. also eine ungerade Zahl, herieiten; selzt man dann 
wieder n für |i -1, so koDiml för ein ungerades fi statt des Ausdrucks rechts 
in (2.) der folgende (den wir in der Folge mit dam in (2.) zusammen mit 
^fäi^9 \^) bezeichnen wollen): 



^2-.) ;>. 



J^. 



^X,.or^"-'^ V'^^-^'-*^ ... V-A; ^ o:*;^^^) x*fA*-^^> ... ar^ l 



'/« 



Dieser Salz (2.) und (2''.) ist ein Analogon zum dem von Hermite*) für 
elliplische Thela*s aufgestellten. — Kr lässt sich in mancher Weise auswerlhen ; 
so liefert er sofort den ^Ae/schen Satz, also das Additionstheorem för hyper- 
elliptische Funclionen, in der von Hermile aufgestellten Form; ferner lassen 
sich, je nach den halben Periodenwerthen, die man den n (bis auf zwei will- 
kürliche) beilegt^ die Ausdrücke für sämmtliche Quotienten der 16 Functionen 
qt in t|cn oberen Grenzen jr, und jr, bilden. — Von speciellen Fallen in- 
teressirt uns aber hier zunächst nur einer« den wir gleich unten anzuwenden 
haben : setzt man nämlich j-, = j-4 = • • • = ar^ = 0, so wird der Quotient links 
von dem Vorzeichen von )A\ j'A',, i^A, unabhängig, der Ausdruck rechts 
also rational und zwar: 

(3.) < 

Auf ähnliche Belnu^hlungeu gestützt«^ lässt sich eine Relation herleiten zwischen 
obigen algebraischen Ausdrücken und solchen Thetaquotienten, deren Ar- 
gumente wesentlich aus drei Integralen erster Gattung bestehen. Wir führen 
hiervon einen speciellen Fall an, der uns direct auf die: 

I. HiMung der Integrale dritter Gattung führt, nämlich: 

welche Gleichung sich durch Vergleichung der Nullpunkte etc. etc. wie oben. 



*) Hiict Mii Jactthi. Bd. 32 die«e« Journals. 
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ergiebt*). — Nun lehn Riemann (§. 25), dass sich \ogTii!^^L±h±!hl durch 
die Summe zweier Integrale d ritler Gattung ausdraclien |ässt. Bildet man 
also in der bekannten Jaco6fScben Weise rflog ^^'^^^^1 indem man rechts 
die partiellen Differentialquotienten transformirt, so erhält man, wenn: 

rflogÄ+MjO 



Jat»0 



wo 



L^(a+u).9(a — ti) ( da da' )ja 

/f. = [(^.-«»)->^^.|^-(-'.-«.).m|^L.._-„, 

wo wieder 

fQr €h = in den obigen rationalen Ausdruck abergeht^ und wo p dasselbe 
wie in (4.) isl. f-g— J ^ hann nicht von ^Xi^ ^Xi abhängen, weil der Aus- 
druck rechts eine Summe von zwei Integralen dritter Gattung sein muss, 
daher muss auch ah—Ui ein Factor von K^^ Xi—ai ein solcher von K^ sein 



*) Diene Gleichung lässt sich durch einige Rechnung auch auB dem Rosenkain- 
sehen Formeisysteni (Anhang) herleiten. Der Absatz Qd daselbftt liefert nach einiger 
Beduction mittelat Formel (100.) die folgende Beziehung, welche für ö, = in 4»« 
obige Gleichung übergeht: 

Auch die Gleichung (3.) läs^ sich als rationale Thetarelation darstellen und lehrt, 
auch ohne Rtemannuche Tlieorie (HermUe, compt. reud. Bd. 40) ^ die höchst einfache 
Rednction solcher Theta, deren Quotienten Herr Prym (Neue Theorie der ultraellipt. 
Funct. Wien 1865, S. 70) mit Unrecht als die allgemeinsten eines algebraischen Aus- 
drucks fähigen ultraellipt. Thetaquotienten bezeichnet; solcher nämlich, deren Ar- 
eumente aus der Summe von drei Integralen bestehen^ auf solche mit nur zweien. 
Aus den obigen Formeln und einigen analog gebildeten lassen sich leicht algebraische 
Ausdrücke für die Quotienten zweier solcher Rosenhain&cher Theta*8 ableiten , deren 
Argumente eine Summe beliebig vieler Integrale sind. 
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und diese fibrigens noch Functionen von resp. Xj und x^ allein sein, so dass man hat: 

consl Flor '^"^"""^ ^Iosy^(«) „ oloRyl.C«) „rl 
consl-l^log^ ,^^^^ ^^ .« ^, ul^^ 



= /• dx fix) r dx fix) 



Setzt man jetzt X2=:0, also «] = 0, so lisst sich A", und /T, aus (4.) bilden, 
man erhält : f{x) = x. Aehnlich bildet man die Gleichung (4.) für die ahrigen 
fünf unpaaren q» und erhält Relationen, die sich in die folgende zusammen- 
fassen lassen*), fflr « = «, + «»j? « = «i + «j» «nd »' = 0, 1, -rr, ... oo: 



(5.) 



.V, Jfj 

/' rix g; — y f dx x^v 
a? — a, i/X "V a?— a, /X 



II. Um demgemfiss die Gleichung zu transformiren : 



Ai 



-^Z 17 w TL TTvl^^ = consl. , 

^^ Wo noch 

2^«^ = const. , 2u[ — const. , 
so kommt unter BerQcksichtigung von 
l_JEidx^^^ ^rf (± _ 1 ) ^ rfiog «JZ^ = dlog ^''^"'-"^^"^"!*^ ; 

nach Transformalion mittelst der Gleichungen (5.), für tf2 = 0: 
wo die Constanten rechts in (6.) und (6\) jedesmal andere sind. 



*) Aus der angeführten TLetärelation (s. umstehende Note) lässt sich JT^ If^ direct 

bilden, indem man die -^ — berechnet, ehe noch a, =0 gesetzt worden. Hieraus Iftsst 

sich, mit allerdings einiger Bechnune, die Relation ftir Integrale dritter Gattung direct 
und ohne ßi«f/ianiische Sätze herstellen. •— 

Uebrigens sind diese Relationen schon lange auf anderem Wege von Herrn 
We%er$tr(u$ aufgestellt ( Bd. 47, §. 4 dieses Journals). 
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III. Um ferner den Ausdruck: 

in einen bloss mit den Argumenten a und ß geschriebenen zu verwandeln, 
hat man (4.), (3.): 

■^==const. y--S^-V^^ ^ 

wo const. von a und 6 unabhängige Constante sind. Durch Multiplication der 
zwei letzten Gleichungen und Division des Products in die erste und nach- 
malige Quadrirung kommt: 

IV. Die früheren Bemerkungen ergeben uns die Lösung des folgenden 
Umkehrungsprohlem» y welches Herr Clebsch a. a. 0. für elliptische Integrale 
aufgestellt und gelöst hat: man soll aus den fi + 2 Gleichungen: 

(wo A== 1, 2, . . . ^ und J, Ui . . . die frühere Bedeutung haben) die oberen 
Grenzen «i, «29 • • • Ä/1+2 bestimmen, (lieber eine andere Form der fi letzten Glei- 
chungen siehe IL) — Nach (2.) und (2".) enthält der algebraische Ausdruck: 






^/i+a) 



ju+2 willkürliche Coefficienten ; lassen sich diese bestimmen, so ist: 

*Ai+2 (^. l^-X") . *^+2 (a?, - i/JT) = 
eine Gleichung vom /i+4*^'' Grad zur Bestimmung der /e+2 Wurzeln a?i, 
iF2 9 ••• ^/i+29 wenn wir die zwei anderen, symmetrische Functionen jener 
jU+2, kennen. Nun kann man aber den fi letzten Gleichungen des Problems 
die Form geben: 

9&'*"\«A)v..(/?A+tJ)^V„(j»Ä,ti., ... uu^{) ' (p,,(ißh+^)Vn\^h) *^+2(6a, >^Ba) 

Dies sind ^ Gleichungen zur Bestimmung der Coefficienten in <ß{x,'^X); zwei 

Jonnial ffir Mathematik Bd. LXV. Heft 3. 36 
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andere liefert die Bemerkung, dass, wenn man darch das einfache {Jacobische) 
Umkehrungsproblem Ci und Cj berechnet aus: 

f> =/äy+/'dy, v' =/dy+/dr', 

dass dann auch y3i(«*+o)=0 wird für w^ tt'=— j/^, — yi und für «, ii'==— y,, — yi; 
dass also auch: 

C| und C2 sind also die zwei anderen Wurzeln von 4> und man hat zur Be- 
stimmung der Coeflicienten die Gleichungen: 

^^"'^ wo ^ -/a ys.C^^+Qy^i-^'W . Ä--1 2 

I wo 9a = ^ 711 — ; — > — 17x77 — N~; A = 1, iO, ... /t, 

die j;, bestimmen sich also hieraus als eindeutige Function von r^ r'^ «i, «2, • . . f^. 
V. Die Bedingung zu finden, unter der die folgenden Gleichungen 
neben einander bestehen*): 

(•9 ) ]c_i/*' .«(««-/»«) -l-9'(««-/'«) y.»(«»)y..(«»)y«.(A) 



wo in P = p.»n+p'.o4-9.1ogi>+?'.2^, F' = p.o+p'.i7T4-5r.2^+^Mogj', die 
p, q . . . ganze Zahlen sind (nicht zu verwechseln mit p^ 9 in logp und log 9), 

desgl. die h^; wo ferner unter dem /7- Zeichen das betreffende Product mit 
Ausnahme des Factors, für den t=x ist, verstanden ist, und wo in den fi 
letzlen Gleichungen die Wurzelvorzeichen so zu nehmen sind, dass, wenn 

ist. Wir bilden wieder Gleichungen von der Form (8^) und an Zahl ebenso 
viel, nur ist *^_,.2 durch *^^., zu ersetzen ; dadurch entsteht eine Bedinguugs- 



*) lieber den geometrischen Sinn des Problems vergl. die Abhandlung von 
Iterrn Clebsch ;,über diejenigen Curven etc.'' Bd. 64, S. 240 dieses Journals. 
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gleichung, die Eliminalionsgleichung aus: 

Nun zerfällt die so entstehende Determinante in solche, die nach den Factoren 
91,^2 - • unterschieden worden können. Diese smd aber alle aus einer unter 
ihnen ableitbar, indem mau die a(/jf) mit den enlsprecheuden (3[a) verlauscht; denn 

durch Verlauschung von a^ mit b^ geht q^ in — über, also wechseln dann 

in obiger Delcrminanle die zwei Glieder in den Elementen einer Horizontalreihe 
ihre Plätze. So lassen sich alle in die Determinante aus den letzten, oder in die 
aus den ersten Gliedern überföhren, und beweist man von dem Quotienten dieser 
Glieder, dass derselbe =—1, also ihre Summe Null (also unabhängig von 
einem a oder 6), so muss obige Determinante selbst verschwinden. 

Nun aber ist die Determinante aus den ersten Gliedern nichts Anderes, 
als die Eliminationsgleichung aus: 

*^-h(ö/oM) = 0, A = 1, ...u und 0^^,(c„~]/CO = O, *^+i(c2,-|'C2) = 0, 
daher ((2.) und (2^)) gleich 

und weil 

so ist der Quotient dieser Determinante und der aus den letzten Gliedern: 

^Jj y3iCo^>+yt)yai(«>+yt)yoo(«0 yst(^*+yi + y»)yto(Ä)y««(Ä) 

Nun ergiebl sich aus den Gleichungen (7.), dass der unter dem 77- Zeichen 
stehende Quotient = 1 ; endlich ist : 

p<«(p?+pV+l»'+?')+?(a-/f)+«'(a'-/»') . 

36» 
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daher der Quotient: 

unter der Bedingung, dass von den Zahlen p, p\ ... h^ die Gleichung: 

(10.) (p'+l)(9'+l)+Pfl^+Ai+A2-f •••+A^ = ^+1 (mod 2) 
erfüllt wird, was auf 2^+^ Arten geschehen kann. — 

Sind in den Gleichungen des Problems ^^ Grössen a^ gleich den ent- 
sprechenden ßiy so vermindert sich die Zahl der A^ um 7i\ und man hat die 
Bedingungsgleichung : 

(10\) (p'+l)(9'+l)+Pfl^+A,+A,4--+ V»' = /^+1 (mod 2) 
die auf nur 2^+^""*' Arten erfüllbar ist. — Für ,a = ;c' = 1 kommt ein Aus- 
nahmefall, der nur zehn verschiedene Arten zulftsst. 



Die hieran sich knflpfenden geometrischen Folgerungen genügt es wohl 
hier nur andeutungsweise zu geben, nachdem Herr Clebsch dieselben fOr die 
Fälle p = und p = 1 ausfährlich dargelegt. Ich äbergehe alle analogen 
Schlosse die sich fflr p = 2 an die ersten §§. des Aufsatzes Ober den Fall 
p == 1 *) anreihen und gedenke hier nur eines Unterschiedes. Die Reduction 
nämlich der Coordinatenausdrücke als Functionen des Parameters vom n***" 
Grad auf solche von 1»*^" Grad hat sich für den Fall p = 2 als unthunlich 
und unnöthig herausgestellt; man kann ja die constanten Nullpunkte tkberall 
in die Constanten eingehn lassen. 

loh führe hier nur das Rechnungsergebniss an fär den Fall einer Curf>e 
vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt {n = 4). Die allgemeine Gleichung 
derselben hat die Form: 

a?i.a?2«^3+2a:i./i+/4 = 

(wo die Indices den Grad der homogenen Functionen f in X2 und x^ an- 
geben), wenn nämlich die Coordinatenaxen X2 und x^ mit den zwei Tangenten 
im Doppelpunkt zusammenfallen. Eliminirt man x^ mittelst des Büschels von 
Geraden: X2+ 1x^ = 0, so kommt: 

xik+2x,x,{ß+iß,+i%+x%)+xi(r+iri+-+^'r*) = o 

oder 

xlJL+2x,XiB^ + xlC, = 0. 



*) Bd. 64^ S. 210 dieses Journals. 
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Um rationale Ausdrflcke der Xi in den l und y^fe zu erhalten, fahrt man 
den Büschel p+(f.q=^0 ein und erhält: 



Man erkennt sofort, dass die oben erwähnten vier Constanten Nullpunkte, die 
den Dreien gemeinsam sind, die vier Wurzeln von C^ = sammt dem po- 
sitiven Wurzelzeichen sind; il = und X = oo, sammt dem positiven Wurzel- 
vorzeichen, gehören dem Doppelpunkt als Parameter an. Bringt man den 
Wurzelausdruck durch die Transformation 

»I, lllj A — IWj 1 A — JW, 

Wj — fn^ X — fif j tn A — wij 
(wo mx, ma, «13 drei beliebige von den sechs Wurzeln der Gleichung -^6 = 
sind) auf die Normalform: 

A^=:-B^-lC^=^p^{l-m,f.xA-x.\-i^x.\-l^xA-^l^x=^p\l-m;f.X, 

(wo das l natflrlich in X—l^x ein anderes als das des Parameters ist; p 

ein constanter Factor) so geht das Parameterpaar des Doppelpunkts, und 

III I 

cx), in - — - — und — über, so dass die beiden Doppelpunktsintegrale sind: 



fi'+Cx, r. fB+Cx. 
a=J—^dx, ß=:J-r^dx, 



{a' und ß' entsprechend gebildet). — 

Wir wenden uns jetzt zur Constanlenbestimmung des Abelschen SaUes, 

der für die Scbnittpunkte einer Curve «'" Ordnung mit -^—k 1 Doppel- 
punkten mit einer beliebigen Curve m'" Ordnung folgende Bedingungen stellt: 

-2:«^ = ■^^^•c+p.in^-p'.o->rqAo%p-\rq'.iA, 
(11.) 1^«; = J^.e'^p.o+p'.in + q.2A + q'Mgq, 

f y.iC««-«i)y..(«»-".)-'y3i(««-"».«) _ »» ^ A+g(««-Ä)+9'(««-/J») 

n. n — ^ 

WO ;f=l, 2, •• — ^"2 1^ ^d wo die p, q, h^ dieselbe Bedeutung haben wie 

in (9). Die J5i, . . . j5«« sind die Parameter des Schnittpunktsystems, die »i, 6j, 
02 9 ^29 ••• g>.i,^3 9 fci,,n~3 dlo Paramotorpaaro dor Doppolpunkto. — Diese 

2 * 2 ' 

Gleichungen ergeben sich aus der Anfangs II. uotirten Formel vermöge der 
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dorl erwähnten Transformation. — Die c und y^ hängen bloss noch von der 
Curve «*" Ordnung ab. Lässt man eine Curve n— 3*'' Ordnung durch, die 
Doppelpunkte gehen und in einem Punkte ausserdem berühren, so entspricht 

dem Berührungspunkt eine der oberen Grenzen 0, 1, —r? ••• <»; denn nur 

für diese Werlhe verschwindet ^X und somit die Zweideutigkeit der Coor- 
dinatenausdrücke a?i, a?2, T^^i wo: 

^i = riA + (Pi{x].)/X. 
Daher ist dann: 



fl- J: (a,+/9,), c'--= '^ («;-h/:?;). 

Lässt man ferner zur Bestimmung der y, die Curve «— 3'**' Ordnung durch alle 
Doppelpunkte, ausgenommen den x^''" gehen und in zwei anderen Punkten je 
zweipunktig berühren, so werden in (11.) alle Gleichungen, die ^-Producte 
enthalten, illusorisch, bis auf die ;e*'; diese wird für jt; =p' = ...^ A, = 0; 






wo zugleich 



,(«)+e^.)=ür+^^ „(«)'+«,(«)'=<+/>: 



oder, vermöge III: 



lüzl^. 



Jede andere Annahme von p» q, - - - K ^^^^^ dasselbe gelehrt. 

Die von Herrn Clebsck im §. 15 citirten geometrischen Sätze fahren 
alle fort zu gelten^ wenn man darin: die Zahl der r fachen Berührungspunkte 
jedesmal, so oft sie vorkommt (u+i^ ff+r+i)^ um 1 vermehrt (weil die 
Zahl der Bedingungsgleichungen um eine zwischen Integralen erster Gattung 
vermehrt ist), die Zahl n.n — S überall um 2 vermindert, und wenn man 
endlich die Anzahl 4 der hyperelliptischen Perioden statt 2 setzt, d. h. 1^+*"** 
statt r'*^'~"'V»'* «statt r% desgl. für r'. — Nur eine Ausnahme ist zu notiren: 
für den Fall n = 4, fi = 0, und r := 2m+l (wo m beliebig und der Grad der 
Schnittcurve ist) ist nämlich die Anzahl der möglichen Berührungspunkte 
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(21»— 1)* um den einen Fall zu vermindern, yro p=^ q =p' = q' = 0^ wo also: 

Ui+Ui = 0, «i; + wi = 0, 

indem Xi und X2 hieraus nicht bestimmbar ist. 

Auch die Sät^e IV. (§. 16) kusen sich hier reproduciren ^ wenn man 
die obenerwähnten Aendcrungen vornimmt und noch folgende: 2^^*""*' durch 
die in V. aus Gleichung (10".) gewonnene Zahl: 2^"^*^*' ersetzt; desgl. 

2 ^ durch 2 ^ und endlich 2 ^ durch 2 ^ 

Hieraus folgt für « = 4: die Anzahl der Doppellangenlen einer Curve 
vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt ist =16^ mit einem Ruckkebrpunkt 
= 10 (s. V. am Ende). 

Sind P, Q y Fy Q\ H die Periodenzahlen für Schnittcurven zweiter 
Ordnung mit einer Curve vierter Ordnung, so hat man durch Zerfallung der- 
selben folgende Sfttze: 

Von den 31 Systemen eon Curven siweiter Ordnung, die in vier Punkten 
eine Curve eierter Ordnung mit einem Doppelpunkt zweipunktig berühren, ent^ 
halten die 30, für welche P, Q, P\ Q' nicht gleichzeitig Null sind, je vier 
Paare eon Geraden, also je 8 Doppeltangenten; und diese 30 Systeme gruppiren 
sich zu Paaren so, dass jedes Paar alle 16 enthält. Somit kann jede Doppelt 
tangente^ mit einer anderen gruppirt, alsib Systemen zugehörig betrachtet werden. 



Und allgemein: die 2 ^ Curven « — 3'"^ Ordnung, welche die Curve 
it'*"^ Ordnung mit —^ 1 Doppelpunkten in - ' ^"~ — [-2 Punkten zwei^ 



punklig berührt, lassen sich auf 15.2 ^ Arten so in zwei gleiche Gruppen 

n.w— 3 

theilen, dass jede derselben 2 ^ Paare von Curven n—W^ Ordnung liefert, 
die einem und demselben System von Berührungscurven 2 («—3)'*'^ Ordnuiig 
zugerechnet werden können. 

Darmstadl, 1. October 1865. 
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Sur un cas particulier de la surface du quatri^me 
ordre avec setze points singuliers. 

(Par M. Ä. Cayley ä Cambridge.) 



X^ans la note ^sur la surface des ondes'' {lAoueiUe t. XI, 1846) 
j'ai etudie sous le noin de tetraidro'ide la surface du quatrieme ordre douee de 
seize points singuliers, et qu'une trausformation homog^raphique fait nattre de la 
surface des ondes. Mon point de depart a ete la propriete fondamentale snivante. 

„Le tetra^drolde est une surface du quatrieme ordre, qui est coup^e 
par les plans d'un certain tetraedre suivant des paires de coniques par rapport 
auxquelles les trois sommets du tetraedre dans ce plan sont des points con- 
jugu^s. De plus : les seize points d'intersection des quatre paires de coniques 
sont des points singuliers de la surface, c^est ä dire des points oü, au lieu 
d'un plan tangent, il y a un cAne tangent du second ordre''. 

Dans la mdme note j'ai reconnu Texistence de seize plans singuliers qui 
touchent chacun la surface suivant une conique. II est interessant d'examiner 
de quelle maniere mes formules se rattachent a celles de M. Kummer 
dans ses belies recherches (Monatsbericht der Berliner Akademie fflr 1864, 
pp. 246 — 260 et 495 — 499) relatives ä la surface du quatrieme ordre 
douee de seize points singuliers. 



Partant des formules de M. Kummer il convient, pour plus de Sym- 
metrie, de changer les signes de a, f; puis en remarquant que dans requation 
(3.) p. 250 on doit avoir (voir p. 496) +\cf au lieu de — |c/; requation de 
la surface sera 

a^V + 6Vy + cYq" + rf^j» V + e^qV + / V' s" 
+ 2hcp''qr+2cepq^s - 2bfpr''s - 2efqrs' 
+ 2capq\+2afqr^s-2cdqp's-2fdrps'' 
+ 2abpqr'^+2bdrp^s-'2aerq^S''2depqs^''4gpqrs = 0. 

Pour donner les ^quations des seize plans singuliers de cette surface je pose 
d'abord pour abreger 

ad=-a, be = ß, cf^y, 

9 
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et je determine k au moyen de requation cubique 

puis jlntroduis les quantites 



g = -cp . +^r -rxT*. 



a ' e 



I d . e - 

enfin je denote par p,, qfi, r,, «i; /?2, y,, rj, *2; Pz'i q^-^ ^3^ *3 ce que de- 
viennent les quantites p\ q\ r\ s* en y substitnant successivement pour k les 
trois racines Ai, Aj, £3 de requation en k. Cela pose les seize plans sin- 
guliers sont donnes par les equations 

p =0, q =0, r =0, « =0, 

Pi = 0, 9i = 0, r, = 0, «1=0, 

P2 = 0, 72 = 0, r2 = 0, «2 = 0, 

P3 = 0, ^3 = 0, r3 = 0, «3 = 0. 
En prenant une ligne quelconqne (pn^i^rx,«!) et une colonne quelconque 
(r^^i 9 ^29^3)9 puis en omettant le terme commun fi, on a une des seize com- 
binaisons (p^ ^i^^i^r^rs^fj) de six plans qui se renconirent dans un des 
seize points singuliers. 

Supposons que les plans p^ Si^ rz^ q^ se renconirent dans le mdme point. 

KCh +1') 
Pour que cette circonslance ait lieu il faut que la condition , ;, . .^ = 1 

Oll ce qui est la mSme chose Ar3(Äi — Ä2) — (^2— A3) = seit remplie; mais si 
cette condition est remplie, non seulement les plans (p^ «n r,, 93) se rencontrent 
dans le rodme point mais aussi les plans (4^^Pi,«2?^3)9 l^s plans (r^9i9P>9«3) 
et les plans («,^,^29^3). L'equation Ä3(Äi — &2)--(*2— Ai) = appartient 
evidemment ä un Systeme de six equations, et Tune quelconque de ces 
equations donnerait un resultat semblable; chacune de ces equations conduit, 
comme on va voir, a une certaine relation entre les quantites g, cl^ ß^ y 
(ou g, a, by c, d, e, f) relation en vertu de laquelle ia surface generale du 
quatrieme ordre douee de seize points singuliers se reduit au titraidroide. 
Pour former la relation dont il s'agit, il faut egaler a zero le produit des six 
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fonctions analognes a ibsCArj— /tj)— (Aj— i^). Je forme d^abord le prodoit des 
trois fonctions ft,(&i-&»)— (*2-Aj)» *,(ft,-&j)-(A^— *»), &i(A3-*i)-(*i-*j)» 
et en represeulanl pour an moment requalion en k par aA^+BA'+cit+b^O, 
on trouye que le produit des trois fonctions est egal ä 
P + 0)'^ = ''>+c)(6c+9ab)-6(ac'+6'bj 

+ (6 + c - 2a - 2b) vW-4B^b-4äc'+18o6cb-27a*b' 
et en subslituaut pour a, 6, c, b leurs valenrs a^y, i = —g~ia+{ß+ly, 
c = — gr-|«— J/S+iy, b = — a, on trouye, toute reduction faile, 

+^{Sa*+i2Sa^ß-26Sa'ß'-\-2USa'ßy). 
Cela pos6, requalion cherchee est P^ — Q''J — 0, c'esl ä dire: 
= i(/*-ÖV) = <7>.4(/9-y)(y-«)(«-/if) 

^y . 4 i-Sa^ß + ASa'ß' - 2Sa^ßY) 

+ 2(/*-r)''(y-«)'(«-^^ 

Celle equation, dans laquelle a = ad, ß = be, y = cf, constitue lacondilion 
sons laquelle la surface de M. Kummer se reduit ä un letraedrolde. 



Je passe ä present ä mes formules de 1846. £n dcrivant pour plus 
de commodite f^, g*, ^^ l^, n^, n^ au lieu de f, g, h, l, m, n mon equation 
du letraedrolde est 

= 

h\ 9", l' 



V\ h\ 



r, «»' 



fl^5 / • 



ou ce qui est la mömc chose 

{A, B, C, D, F, G, H, L, M, NKx\ y\ z\ «r^)^ = 0, 
c'est a dire 
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H^ n\^Pf^m^g'Wh\ N ^h^-lY-fn^g' + nH'). 
Les coordonnees des seize points singuliers sont 

{0,±k,±g,±l), (±A,0,±/;±m), i+g, ±f,0, ±n), (±7, ±m, +«, 0), 
et les equaüons des seize plans siiiguüers soqI 

• +ny±mz±fw = 0, 

±nx • ±h ±gw -- 0, 

±mx±ly • +hw = 0, 

±/2i5 ±gy±h^ ' = 0, 

oü Ton donne des valeurs quelconques aux signes +. Pour comparer ces plans 

aux plans de M. Kummer j'ecris le tableau 



P> ?, r, $ 

Ptf9%y^%y^t 
Pt} ?a; »••> *» 



—na? • +*» +P««' 
f»ia:-f-/y • +'^ 



ny-t-iii»+/«? 



»y— ifw— /W? 



• ^ +ny— w»-|-/ip 
na? • +fa 4-^ 
— tna?— /y • 4-^«^ 
/a? — yy— fc» • 
et j'obtiens les valeurs suiyantes 

p ^' • ny-m» f/ir, 
qr = —na? • +fo H-fl'»^? 
r = mx — ly • +Äic, 
« = — /a? -gy-hz • 

En resolvant ces equaüons par rapporl ä x, y^ z, w ei en posant pour abreger 
0—lf+mg-\'nhy on trouve 

Sx = • —hg +gr-'ls, 
Oy = hp • -'fr --ms, 
Oz = —gp+fq • -iw, 
Ow = /jp 4- mqr+nr • , 
valeurs qu'il s'agit de subsiituer dans l^equation 

U = {A, B, C, D, F, a, H, L, M, N) (x', y\ z\ w'f - 

de la surface doiU il est question. 

37* 
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De rexpresaion de U en p, q, r, $ je ne considere d'abord qae le terme 
multiplie par pY- Designons par S le coef&cienl de p^ ^^* ^^* °^"* aurons 



S 






x2/*^A' 



= 2A' 



6iy 

\+(t*+/-4iy)(-i'-/+ie)' 



x2m*(-r^-H»y-«'A') I 
x2«'(-r^-my+«V)| 
x2/^( r/^-my-nV) 
x2i7'(-r/"+my-»'A*) 

les lettres t^ j'^ i elant introduites pour designer les prodaits 

lf=i, mg=j, nh = k. 
Apres toute» les rddactione on obtient 

g = 2A'((i+y)»-*»)' = 2k\i+j + kf(-i-j-{- kf = 2h'0'i-i -J+kf 
pour le coefficient de p'q^ dans 6*U, ou ce qui est la möme,chose 

kH-i-J-\-ky 
pour le coefficient de p^q* dans ^^'l/! 

En caloulant de möme les autres coefficients de ^ß^V et en dcrivant 
pour abreger 

i—j—k = If—mg—nh = a 
-i+y-Ä = -if^mg-nh = 6 
— i— jH-Ä = — //•— mgr-f-nA = c 
Tequation transformee sera 

+ ^ghbcp^qr-^r^hmbcpif»— 2gnbe pr''$ — 2mnhcqr^ 
+ 2hfcapq^r +2fnca qr''s—2kica qp^s—2nlea rp^ 
+ 2/'gabpqr'+2glab rp^s —2finabrq's —2Jmabpq$'^ 

— {b—e){c—a){a—b)pqrt — 0, 



En posanl 



a'=fa, d! = la, -4g' 
b' = gb, e' = mb, 
c' = kc, f — nc, 



(6_c)(c-a)(a-6), 
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les quantiles a\ b\ d, d, /^ f\ g' sont liees »par une relation. Pour en 
prouver Texistence on n'a qu'a faire 

et a se servir des expressions de a^ h^ c en f, g, h, l, m, n, alors on obtient 

-2/9' = b\c+a), 
-2/ = c'ia+b), 
-V = (6-c)(c««)(a-6), 
equations, qui impliquent une relation entre a', (f^ y\ g* ; mais en supposant 
que a\ b', c'^ d, e', f\ ^ soient des quantit^ qui satisfont k cette relation, 
il existe toujours des valeurs oorrespondantes de f^ g^ h, 1, m^ n, c'est ä dire 
que Tequation du tMra^droIde est identiqne avec celle de H. Kutnmer toutes 
les fois que les coefficients a, b, c, ä, e, f, g de i>ette derniere sont lies par 
une certaine relation. Ecrivons comme auparavant ad^a, be^ß^ ^f^^Y» 
cette relation se trouve en eliminant a^ by c antre les ^quations 

-2a = a'ib+c), 
-2/3 = b'{c+a), 
-2y = e\a+b), 
^Ag = (6-e)C<^^ii)(a-6), 
et il ne sagit que de prouver Tidentite de cette relation avec celle que nous 
avons trouvee ci-dessus par d'autres considerations. 
J'introduis les nouyelles notations 

«+/3+y = ~iP, a+b+e=^p, 

/9y+ya+«/9 = — iP, bc+ca+ab=q^ 
^ßr = -iÄ, abc = r, 

je forme Texpression 

2(/9--y) = ^(6c+ca+a6)(6-c) = ~q(6-c) 
et les deux expressions analogues pour 2 (/— a), 2 {a—ß) ; J'en döduis le resultat 

8(/?-/)(y-«)(a-/3) = -q^(6-c)(c-a)(a-6), 
enfin je note les equations 

(Ä«c)^(c-a)'(a--6)^ = -4qH»)V+18^)qr-27r^-4t)^, 

Q - q^--2pqr + 3r^ 
R = pqx'^x^ 
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qai donnent la transformation de lenrs premiers membres en fonction de ^, q, r; 
cela pose et & Taide de ces valeurs on forme les ^galit^ 

512(/?-y)(y-«)(a-/J)ff» =-(- 4q»+<)»q»+18»><,i-27t'-4«>»r)q*(6~c)»(c-«)»(o-6)» 

138(/9 ■y)(y--«)(a-/5)Cia*-102'«/f)s= (-12q»+p«q'+18»)qt-27r* )q'(*-«)»(c-a)'(a-6)' 
«4C^y)'ö'-«)'(«-/J)* -( q» )q»(6-c)'(e-a)*(a-6)« 

qui multipliees par 1, 2, 1, 4, f^oai^s ensemble et divisöes par 128 con- 
dnisent ä reqaation finale 

S».4(^-y;(y--«)(«.-/9) 
+^ . 4 (- i«»/9 4- 4-2'«'/9» - 2i-«'/?y) 

idenliqne avec celle qne Ton a troaver ci-dessus, ce qui acheve la demon- 
stration que Ton avail eo vne. 

Cambridge, 18 mai 1865. 



391 



Satz aus der Störuogstheorie. 

(Auszug aus eiaem Schreiben an den Herausgeber.) 
(Vou Herrn Scheibner in Leipisig.) 



Xis sei M die Sonne, m ein Planet mit der elliptischen mittleren Ent- 
fernung a, Excenlricitfit e, mittleren Anomalie g=nt+c, so dass €^n^=^x\M+m). 
Es sei ferner /jl ein Komet, Asteroid oder Mond mit zu vernachlässigender 
Masse, so kann man die voUstAndigen Bewegungsgleichungen von fi in fol- 
gender strengen Form aufstellen. 

lieber der Länge a als Grundlinie construire man aus den drei Massen 
ein fietif>e9 Dreieck M^m'/u', dessen drei Seiten M'm'—a, M\u' =:R, m'ia'^r 
den entsprechenden Seilen des wahren Dreiecks Mmfi der drei Körper parallel 
sein sollen. Bezieht man dann die Lage von fi' auf ein rechtwinkliges Co- 
ordinatensystem, dessen Ursprung im Schwerpunkt von a liegen mag, dessen 
a:-Axe durch M' gehen und dessen a!:y- Ebene der Ekliptik oder Ebene der 
Planelenbahn parallel sein soll, so ergeben sich die Differentialgleichungen 

(l+.,.s,)(^+2.-|.) = ^, 

Ci+.co.,)(§-a.^-) . f , 

wo zur Abkürzung 

geschrieben ist. Den (letzten) Mulliplicalor dieses Gleichungensystems erhält 

man ohne Schwierigkeit. Da hier unter t nicht die wahre, sondern eine 

ficlive Zeit verstanden wird, so hat man, um nach goschebener Integration 

die Lage von /i zu finden, fOr das Yerhältniss der Seiten des wahren und 

des fictiveu Dreieckes den Werlh i-^eeil+ecosg zu benutzen. 

Ffir e = fallt das ficlive mit dem wahren Dreiecke zusammen; man 

kann diesen Fall als da^ ungestörte Problem betrachten, wobei die Producle 

ccosg ßU eco^g dU eco sg du 

1 + CC08J dx ' 1 + ecoöflf öy ' i + enosg ds 
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die ttöreitden Kräfte ansdrflcken. Schreibt man dann 



R r ♦ 

SO nehmen die ungestörten Differentialgleichungen die canonische Form an 

Jx__ dH^ dy__ dH^ ^_ dB 
dt ~ ö| » dt ~ Bit'' dt ~ ~S^'> 

dj Äff dn^ dE^ <g ■_ dH 

dt ~ ö» ♦ dt ~ dy "* dt ~ d» ' 

Da H einer Constanten gleich ist, der leiste MultipUcator die Einheit wird 
und die onabhfin^ge Variable t nicht explicite vorkommt, so bleiben noch 
A-ei Integrationen zu leisten, um die Aufgabe fBr e = auf Quadraturen zu- 
rflckzufflhren. 

Deeember 1865. 
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lieber einige besondere Punkte des Tetraeders* 

(Von Herrn 0. Hermes.) 



IJer aus den Elementen bekannte Satz, dass der Schwerpunkt, der 
Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises und der Schnittpunkt der Höhen eines 
Dreiecks auf einergeraden Linie liegen, hat in neuerer Zeit dadurch an Interesse 
gewonnen, dass Joachimsthal einen analogen Satz im Räume gefunden hat, 
nftmlich, dass bei einem Tetraeder der Schwerpunkt desselben, der Mittelpunkt 
der ihm umschriebenen Kugel und der Mittelpunkt des durch seine Höhen als 
Generatrices bestimmten Hyperboloids auf einer geraden Linie liegen. Bei 
einer Untersuchung der gegenseitigen Beziehungen homologer Tetraeder haben 
sich mir weitere Analogieen des angeführten Satzes ergeben, durch welche 
sich einige Fragen erledigen, welche bisher als unbeantwortet zu betrachten 
sind, und von denen ich hier nur die folgenden zwei hervorhebe. 

Der Schnittpunkt der Höhen eines Dreiecks J ist bekanntlich der 
Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises desjenigen dem gegebenen Dreieck 
Ahnlichen Dreiecks ^i, dessen Seiten durch die Eckpunkte von J parallel den 
jedesmaligen Gegenseiten dieses Dreiecks gelegt sind. Der jS>/emersche Satz von 
den Höhen des Tetraeders (Bd. 2, p. 97 dieses Journals) fährt zu keinem Punkte, 
welcher für das dem gegebenen Tetraeder T umgeschriebene ähnliche Tetra- 
eder Ti , dessen Seitenflächen den correspondirenden Flächen von T parallel sind, 
eine gleiche Rolle spielen möchte, als der Mittelpunkt der umgeschriebenen 
Kugel bei dem Tetraeder T; dem Mittelpunkte wenigstens des Hyperboloids, 
auf welchem die Höhen des Tetraeders T als Generatrices desselben Systems 
liegen, kommt die angedeutete Eigenschaft nicht zu. Was ferner den Joachims^ 
(Aa/schen Satz betrifft, nach welchem die Mittelpunkte des Höhenhyperboloids 
und der umgeschriebenen Kugel gleichweit vom Schwerpunkte des Tetraeders 
abstehen, so muss beim Vergleich desselben mit dem entsprechenden Satze in 
der Ebene auffallen, dass im Räume die Analogie fehlt für die Eigenschaft 
des gemeinschaftlichen Schwerpunktes der beiden Dreiecke J und Ji als 
ihres inneren Aehnlichkeitspunktes, welcher Eigenschaft gemäss sich die Ab- 
stände des Höhenschnittpunktes und des Mittelpunktes des dem Dreieck J 
umschriebenen Kreises vom Schwerpunkte wie 1 : 2 verhalten. 
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Es wird sich in dem Folgendem zeigen, dass durch die Vermittelung 
noch anderer Punkte^ als der bisher in Betracht gezogenen, diese und ahn* 
liehe Fragen ihre Erledigung finden. 



§. 1. 

Man kann in dem Satze, von welchem oben ausgegangen wurde, den 
Schniltpunkl der Höhen eines Dreiecks ABC ersetzen durch jeden beliebigen 
Funkt p der Ebene desselben und erhält dann einen dem Mittelpunkte des 
dejii Dreieck umschriebenen Kreises entsprechenden Punkt pi als gemeinsamen 
Schnittpunkt des durch die Mittelpunkte «,„ 6„, c^, der Dreiecksseiten BC, CA, 
AB bezäglich zu den Verbindungslinien Ap, Bp, Cp parallel gezogenen 
Geraden: die Punkte p und pi liegen mit dem Schwerpunkte )9o des Dreiecks 
Hul* derselben geraden Linie und es ist auch hier ppii = 2pipii. Weniger be- 
kannt scheint eine naheliegende weitere Verallgemeinerung des letzten Satzes 
zu sein, bei welcher der Schwerpunkt des Dreiecks durch den Pol p^ einer 
beliebigen Transversale (g) in Beziehung auf das Dreieck ersetzt wird, und 
doch empfiehlt sich gerade diese Verallgemeinerung durch die Einfachheit ihrer 
Beweisführung. 

Bezeichnet man die zu den Schnittpunkten der Transversale (g) mit den 
Dreiecksseiten in Beziehung auf die Endpunkte der jedesmaligen Seite con- 
jugirten harmonischen Punkte durch o,,, 6,,, a,, welche Punkte kurz die Pole 
der Transversale {g) in Bezug auf die Dreiecksseiten heissen mögen, so sind 
die Dreiecke ABC und a,i6,jC(, bekanntlich homolog (collinear) für die Axe 
{g) und das Centrum /),„ indem die Geraden ^o,„ ÄA,,, Cc^ sich in po durch- 
schneiden und die Schnittpunkte der correspondirenden Linienpaare (BC, AoA,), 
(Cyl, Ci,a„), {AB,a,^b^) auf der Transversale {g) liegen. W^enn man also die 
Verbindungslinien der Eckpunkte A, B, C des gegebenen Dreiecks mit dem 
beliebig gegebenen Punkte p der Ebene bezüglich verlängert bis zu ihrer 
Durchschneidung mit der Transverstile {g) in den Punkten a, b, c, so durch- 
schneiden sich auch die Verbindungslinien cuik)^ bb^^ ec^^ in demselben Punkte 
)9i, welcher mit p und dem Collineationscentrum )9„ auf derselben geraden 
Linie liegt, und es ergiebt sich 

_P^p^jK .j4a /^ Bb^ , Bb ^ Cc, , Cc\ 
PtPo Po^o ' P« ' ^ Po^o ' Pb PoC^ ' pc y 

Man hat demnach den folgenden Satz: 



N 
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I. Wenn man die Punkte, in Vielehen die Verbindungslinien der 
Ecken eines Dreiecks mit einem beliebigen Punkte p der. Ebene eine eben- 
falls beliebig gegebene Transversale durchschneiden, je mit den Polen 
dieser Transversale in Bezug auf die correspondirenden Gegenseiten des 
Dreiecks verbindet, so durchschneiden sich die drei Verbindungslinien in 
demselben Punkte p^^ welcher mit dem Punkte p^^ dem Pole der Trans- 
eersale in Beziehung auf das Dreieck, und dem gegebenen Punkte p auf 
derselben Gereuten liegt. 

Die Punkte p und pi^ welche im Folgenden wiederholt in Betracht 
kommen, mögen kurz conjugirte Punkte heissen, und die gerade Linie ppupi 
PoUinie der Transversale in Beziehung auf das Dreieck. Die Punkte p und 
Pi sind ebenso conjugirte Punkte, wenn die Transversale im Unendlichen liegt, 
also Po der Schwerpunkt des Dreiecks wird, die Pollinie heisse alsdann Mittel- 
linie, und zwar im Besonderen, wenn p und pi bezäglich der Höhenschnitt- 
punkt und der Mittelpunkt des dem Dreieck umgeschriebenen Kreises sind. 

Der analytische Beweis des Satzes (I.) gewährt für die aus diesem 
Satze zu ziehenden Folgerungen gewisse Vortheile, weshalb derselbe hier eine 
Stelle finden möge. 

Das Dreieck ABC sei das Coordinatendreieck und die Gleichung der 
Transversale (g): 

also ihr Pol in Beziehung aur das Coordinatendreieck 

t u t> 

Als die Pole der Transversale {g) in Beziehung auf die Dreiecksseiten er- 
geben sich die drei Punkte: 

6,, : 11 = 0, — = — , 

y cc 

nimmt man diese drei Punkte als Eckpunkte eines neuen Coordinatendreiecks 
Oii^oA), so ergeben sicti als die Gleichungen der Seiten (,), «,„ o„ dieses 
Dreiecks: 

38* 
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A. — L-lJILj.£. 

und daraus nmgekehrt: 

(2-) 24- = -^+-^, 2-f = -^ + i2-, 2-5- = -^ + -^, 



und 






die Gleichung der Transversale {g) also ist für beide Coordinatendreiecke 
dieselbe. Ebenso werden die Gleichungen des Pols der Transversale {g) in 
Beziehung auf das Dreieck ABC 

^^•^ « - /? - y ' 
d. h. dieser Pol ist identisch mit dem Pol der Transversale {g) in Beziehung 
auf das zweite Coordinatendreieck Ou^u^u und hat ausserdem fi^r dieses Dreieck 
dieselben Gleichungen wie far das Coordinatendreieck ABC. 

Nunmehr sei durch einen der Eckpunkte des ersten Coordinatendreiecks, 
z. B. durch den Punkt Ay eine beliebige gerade Linie gezogen 

SO ist ihr Schnittpunkt a mit der Transversale {g)i 

t^ 

a UV 



*ia «•it 



ß ^ r 
oder, wenn man der Kflrze wegen die neue Constante a^ einfahrt, durch die 
Gleichung 

(6.) ^+^+^ = 0, 

fo wird der Schnittpunkt a: 

(7.) J- = JL = _^. 

^ ^ 0|| «I. 0|l 

Geht man verroittelst der Gleichungen (2.) zum Coordinatensystem At? «b? «o 
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über, so ergeben sich als die Gleichungen dieses Punktes a wieder 



<n W« C. 



(8.) -^ = ^ 







ganz übereinstimmend mit den Gleichungen (7.) dieses Punktes in dem ersten 
Systeme t, u, e, und demnach wird auch die Verbindungslinie a^a dargestellt 
durch die Gleichung 

(9.) Jfo-^A-, 

d. h. die Verbindungslinien eines beliebigen Punktes der Transversale (g) mit 
den eorrespondirenden Ecken der beiden homologen Dreiecke ABC und aoboCu 
werden bei Zugrundelegung des einen oder des anderen Dreiecks als Coor-- 
dinatendreiecks durch dieselben Gleichungen ausgedruckt. 

Hierauf beruht der analytische Beweis der collinearen Eigenschaften 
dieser Linien und der durch ihre Durcbschneidung sich ergebenden Punkte, 
-nftmlich dass sich alle Situationseigenschaflen des Systems A6C ungeändert 
auf das System Ou^oA) Übertragen. Denn wenn man z. B. durch die Eck- 
punkte A^ B, C des ersten Dreiecks bezüglich die beliebigen Geraden zieht 

welche die Transversale (g) in den Punkten a, b, c durchschneiden mögen, so 
sind die Verbindungslinien dieser Punkte mit den eorrespondirenden Ecken 
des Dreiecks Ou&oAj bezüglich 

Wenn jetzt für die Constanten a^ die Bedingung a« ^ a^t erfüllt wird, 
d. h. der Werth dieser Constanten unabhängig ist von der Stellung ihrer 
Indices, so g6hen die Geraden (10.) durch den Punkt 

und demnach die Geraden (11.) durch den conjugirten Punkt 

Pl : a23<ü = 031 «0 = 01200. 

Die Gleichungen des Punktes pi für das Coordinatensystem (/^ u^ f>) werden 
die folgenden: 

(12.) i-.^-.jr = (>+t)=(^+^)<^+»' 
und es ist sofort zu sehen, dass dieser Punkt mit den Punkten p und po auf 
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derselben Geraden liegt^ nfimlich 

womit der Satz (I.) bewiesen ist. 

Abgesehen von den weiteren coUinearen Beziehungen dller von den 
beiden conjugirten Punkten p und p^ beschriebener Figuren, sei hier des Fol- 
genden wegen nur noch hervorgehoben, dass man den Punkt p ansehen kann 
als den Pol der Transversale {g) in Beziehung auf einen bestimmten, drei 
beliebig angenommene Punkte l, ijl, v enthaltenden Kegelschnitt (Ä'), und 
dass dann der Punkt p^ der Pol ist derselben Transversale in Beziehung auf 
den collinearen Kegelschnitt (ifif,), d. h. welcher die drei conjugirten Punkte 
ii, /ti. Vi enthält, und für welchen die Verbindungslinien aller Punkte mit 
den correspondirenden Punkten von (/f) durch den Punkt p,, gehen, während 
die correspondirenden Sehnen beider Kegelschnitte sich in Punkten der Trans- 
versale (gr) durchschneiden. Wenn im Besonderen {g) im Unendlichen liegt, 
so wird po^ der gemeinschaftliche Schwerpunkt der beiden Dreiecke ABC und 
a„6oC„, Aehnlichkeitspunkt der beiden Kegelschnitte {K) und (/fi), ferner 
werden p und pi ihre Mittelpunkte und die correspondirenden Sehnen ein- 
ander parallel; wenn also (Ä^) ein Kreis ist, so wird auch {K^) ein Kreis. 
Die letzte Annahme entspricht den Punkten p und p^ als Höhenschnittpunkt 
und Mittelpunkt des dem Dreieck ABC umschriebenen Kreises. 

§. 2. 
Um jetzt die analogen räumlichen Eigenschaften zu entwickeln, denke 
man sich durch ein beliebig gegebenes Tetraeder ABCD die Transversalebene 
{E) gelegt und zu den Schnittlinien derselben mit den Tetraederflächen in 
Beziehung auf die zugehörigen Seitendreiecke die Pole construirt, welche 
Punkte kurz die Pole der Transeersalebene in Beziehung auf die Tetraeder-- 
flächen heissen und den Gegenecken entsprechend durch ^,, B^^ C,j, D^ 
bezeichnet werden mögen, so sind die Tetraeder ABCD und ^ÄoCD,, be- 
kanntlich homolog (collinear) für die Ebene (£), indem die correspondirenden 
Seitenflächen beider Tetraeder sich in Geraden der Ebene {E) durchschneiden: 
die Verbindungslinien der entsprechenden Eckpunkte AA^^ BB^^ CQ,^ DD,^ 
gehen durch denselben Punkt P,m den Pol der Ebene {E) in Beziehung auf 
da0 Tetraeder, und dieser ist darum das Collineationscentrum der beiden Te- 
traeder. In dem besonderen Falle, wo die Ebene [E) im Unendlichen liegt, 
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werden ^,, Ä^, C,,, Do die Schwerpunkte der Seitendreiecke, die entsprechen- 
den Tetraederflächen einander parallel, ferner wird Po der gemeinschaftliche 
Schwerpunkt oder der innere Aehnlichkeitspunkt der beiden alsdann ähnlichen 
Tetraeder. 

Es sei ABCD das Coordinatentetraeder und zwar seien der Reihe nach 
die Dreiecke BCD^ CDA, DAB, ABC die /-, «i-, d-, it- Ebene, ferner die 
Gleichung der Transversalebene 

so sind die Pole derselben in Beziehung auf die einzelnen Tetraederflächen: 



A, : 


« = 0, 






U 

J 


= 


V to 

J- d^ 


B„ : 


11 = 0, 


1 
a 






= 


V to 


Co • 


D=0, 


t 

a 


= 


u 

J 






Do : 


fr = 0, 


t 
a 


=: 


u 


= 


7 



deren Verbindungslinien mit den entsprechenden Gegenecken von ABCD alle 
durch den Punkt 

p < _ .** _ ^ ■_ <P 

^" • a ^ ß ^ y -^T' 

den Pol der Ebene {E) in Beziehung auf das Tetraeder, gehen. Nimmt man 
jetzt die Punkte ^j, Bo? Co, Do als Eckpunkte eines neuen Coordinaten- 
letraeders, so sind die Seitenflächen JBoCoDo, QylfoAo^ D^AB^^ A)BoCo 
desselben der Reihe nach: 



h 2/ , i# . ü 



•o 



io 



a a 6 y S 



9 



woraus sich umgekehrt als Ausdrücke der alten Coordinaten durch die neuen 
ergeben: 
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v-y+T+T' 7-T+T+V' y-x+v+T' 

und demgemfiss 

die Gleichung also der Transversalebene {E) ist für beide Coordinatentetraeder 
dieselbe: ebenso werden die Gleichungen des Pols der Ebene (E) fOr das 
Tetraeder ÄBCD: 

d. h. dieser Pol ist identisch mit dem Pol der Ebene {E) in Bezug auf das 
zweite Coordinatentetraeder AiiB^iC^yD^ und hat ausserdem fdr das System 
((^,^tiu,f>u9«c?u) dieselben Gleichungen wie für das System {tyUyf)yW). 

Nunmehr sei durch einen der Eckpunkte des ersten Coordinatentetraeders^ 
z. B. durch Ay eine beliebige gerade Linie gezogen: 







(5.) 


u 










so ist ihr Schnittpunkt a 


mit der Transversalebene 
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(E): 
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«i«4 
ß ^ 
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oder, wenn 


man der Kürze wegen die 


neue 


Constante au 


einfahrt durch die 


Gleichung 
















so wird der 


(6.) 
Schnittpunkt 


a 
a: 


+>4 




H^ 


= 0, 





^ *' /» /» /» 



«It «u «u 



Geht man nun vermittelst der Gleichungen (2.) zum Coordinatensystem 
(A),tiii,f>o^tt7o) über, so ergeben sich nach Hin weghebung des Factors (-^) 
als die Gleichungen dieses Punktes a wieder 

(S ) -^ = -^ = -^ = -^ 

^ '^ «ii «1« öia »m' 

ganz übereinstimmend mit den Gleichungen (7.) dieses Punktes im System 
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{tyU^i)yW)^ und demnach wird auch die Verbindungslinie A^a durch die 
Gleichungen 

^ ^ «I. «it «14 

au8gedrflcki, welche mit den Gleichungen (5.) öbereinkommen, d. h. 

die Verbindungslinien eines beliebigen Punktes der Trameersalebene (E) 
mit den earrespandirenden Ecken der beiden homologen Tetraeder ABCD 
und AiiBi)QiDo werden bei Zugrundelegung des einen oder des anderen 
Tetraeders als Coordinalentetraeder durch dieselben Gleichungen ausgedrückt. 
Hieraur beruht der analytische Beweis der collinearen Eigenschaften 
dieser Linien: es wird sich zeigen, dass durch die Verbindung der Punkte 
der Ebene (E) mit den entsprechenden Eckpunkten der beiden homologen 
Tetraeder ABCD und AoBoCoDo sich vier Paare conjugirter räumlicher Strahlen- 
bflschel ergeben, welche einander in der Weise entsprechen, dass alle Situations- 
eigenschaften, welche den einen zukommen, sich ungeändert auf die anderen 
conjugirten übertragen lassen. 

Es seien die durch die Eckpunkte A, B, C, D des ersten Tetraeders 
gezogenen Geraden bezflglich 



(10.) 
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9 



welche die Transversalebene (E) in den Punkten a, b^ c, d durchschneiden 
mögen, so sind die Verbindungslinien dieser Punkte mit den correspondirenden 
Eckpunkten des Tetraeders A)BoCoD^)^ bezflglich 



(11.) 
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ganz dieselben Gleichungen im System (^i^üiu^fiiMtOu) wie die Gleichongen (10.) 
im System (/^«^r^ip); demnach kommen alle einer beliebigen Bedingung zwischen 
den Constanten a^ entsprechenden Eigenschaften des ersten Systems (10.) 
von Geraden nngedndert dem zweiten System (11.) von Geraden zu, d. h. 
die beiden Systeme von Geraden^ welche oben als conjogirte beieidmet 
wurden^ stimmen in allen Sitnationseigenschaften flberein. 

Wenn man also zunächst annimmt, dass au, = a^ky d. h. dass die Coef- 
ficienten in den einzelnen Verticalreihen einander gleich sind, die Linien (10.) 
also durch denselben Punkt gehen, so haben die Linien (11.) dieselbe Eigen- 
schaft, und zwar entspricht dem gemeinschaftlichen Schnittpunkte der ersteren: 

P • -l = J?-=,_L = il 

ö. ö* «t «4 

als gemeinschaftlicher Schnittpunkt der letzteren der Punkt 

P ' *• — ^9 _. ^9 __ ^9 

' ' «1 «t «. «4 

Nennt man jede zwei Punkte (wie P und F|), welche in beiden 
Coordinatensystemen durch dieselben Gleichungen dargestellt werden, eamfwffirte 
Punkte, so hat man jetzt nur noch zu untersuchen, welche Lage coiqugirte 
Punkte zu Po haben; es ergiebt sich, dass sie mit Pu auf derselben Geraden 
liegen. Denn betrachtet man etwa die dem Punkte a der Transversalebene 
zugehörigen conjugirten Geraden Aa und A^a, so liegen dieselben mit AAo 
in derselben Ebene, dasselbe also gilt auch fttr die auf diesen Geraden bezflglich 
liegenden Punkte P, P^ und P^\ aus demselben Grunde liegen diese drei 
Punkte auch in jeder der drei übrigen Ebenen ß6fi^, Cc(Xy^ DdD^^ also in 
dem gemeinschaftlichen Durchschnitt dieser Ebenen, einer geraden Linie. 
Weiter erhält man, wie früher pag. 294, aus dem Dreieck aPP,, durch- 
schnitten von der Transversale (P,,,^,,^): 

19 P,P _ AA^ Aa r BB^ Bb _ CC^ Cc _ DD. Dd \ 

Vl^.; />,/>, ~ P^A. ' Pa V~>,Bo ' Pb ~ P.C. ' Pc " P.D. ' Pd J' 

Man hat also den folgenden Satz: 

II. Wenn man die Punkte, in welchen die Verbindungslinien der 
Ecken eines Tetraeders mit einem beliebigen Punkte P des Raumes eme 
ebenfalls beliebig gegebene Transversalebene {E) durchschf^eiden, je mit 
dem Pol dieser Ebene in Bezug auf die correspondirende Gegen/lache des 
Tetraeders verbindet, so durchschneiden sich die vier Verbindungslinien in 
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demselben Punkte Fi, welcher mit dem Punkte P^^ dem Pol der Trans- 
eerseUebene (E) in Beziehung auf das Tetraeder^ und dem gegebenen 
Punkte P auf derselben Geraden liegt. 

Wenn im Besonderen die Transversalebene (E) ins linendiit^he rockt,- 
so werden die Linien Aa, Bb, Cc, Dd bezüglich parallel den Linien Aai^^ 
Bbo^i Cc^)9 Ddii^ die Punkte ^, Bo^ Cj, Z>o die Schwerpunkte der Seiten- 
dreiecke und demgemAss Po der Schwerpunkt des Tetraeders ABCD, ferner 
werden in den Relationen (12.) die VerhAltnisse der unendlich langen Strecken 

-p— , -^, -^, -^ gleich der Einheit und demnach diese Relationen selbst: 

M^^ f|f , ^A f_ BB, __CC, _ BB.\_M. 
^"•>^ P.P, ~/>,4,V-p^B, -p.c. -P.V" ' 
Pq also theilt die Verbindungslinie jeder zwei conjugirten Punkte P und P^ 
in demselben VerhAltnisse wie die Verbindungslinien der correspondirenden 
Punkte der beiden Ähnlichen und in Beziehung auf P^ als inneren Aehnlich- 
keitspunkt Ahnlich liegenden Tetraeder ABCD und AaB^CoDo^ d. h. Po ist 
auch der innere Aehnlichkeitspunkt für jede zwei von den conjugirten Punkten 
P und Fl beschriebenen zusammengehörigen Systeme, also: 

in. Wenn man durch die Schwerpunkte der Seitenfläche^ eines Te- 
traeders Parallelen nieht zu den Verbindungslinien der entsprechenden 
Gegenecken mit einem beliebigen Punkte P des Raumes, so durchschneiden 
sich dieselben in demselben Punkte Fj, welcher mit P und dem Schwer- 
punkte Po des Tetraeders, Po zwischen P und Fi , auf derselben Geraden 
liegt und zwar so, dass 

P,P = 4F,Fo. 
Eine FlAche des zweiten Grades (F) ist bekanntlich vollkommen be- 
stimmt, wenn von ihr vier Punkte gegeben sind und ein Poltetraeder, d. k. 
ein Tetraeder, von welchem jeder Eckpunkt der Pol ist des gegenflberliegen- 
den Seitendreiecks in Bezug auf die FiAche (F). Nimmt man nunmehr mit 
Berücksichtigung des Theorems (IL) an, dass der beliebig gegebene Punkt F 
für eine durch irgend vier Punkte Ä, B\ C, D' gehende FlAche (F) der 
Eckpunkt ist eines Poltetraeders PQRS, wo Q, R, S in der Transversalebene 
(£) liegen, so bestimmt der conjugirte Punkt Fi als vierter Eckpunkt eben- 
falls mit den Punkten Qy R, S ein Poltetraeder für diejenige FlAche des 
zweiten Grades (F|), welche die den vier Punkten A', ff, C, D' conjugirten 
Punkte^;, ^n C;, D, enthAlt. 

39» 
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Um nnnmehr, diess vorausgesetzt, der Analogie ffir die Eigenschaft des 
Höhenschnittpunktes eines Dreiecks ABC als des Mittelpunktes des Kreises, 
welcher dem conjugirten ähnlichen Dreieck AiBiCi umschrieben ist, nfther 
zu kommen, nehme man an, dass die Transversalebene im Unendlichen 
liegt, und dass die vier Punkte A', B\ C\ D^ die Eckpunkte sind desjenigen 
dem Tetraeder ABCD umschriebenen Tetraeders, dessen Seitendreiecke denen 
von ABCD parallel sind. Alsdann kann man P ansehen als den Mittelpunkt 
einer bestimmten dem Tetraeder A'B'CD' umschriebenen Fläche des zweiten 
Grades (F), von welcher ein System conjugirter Durchmesser der Richtung 
nach bestimmt ist. Der conjugirte Punkt P^ wird unter dieser Voraussetzung 
der Mittelpunkt derjenigen dem gegebenen Tetraeder ABCD, welches dem 
Tetraeder AB* CD* conjugirt ist, umschriebenen Fläche des zweiten Grades 
(Fi), von welcher ein System conjugirter Durchmesser dem der conjugirten 
Fläche (F) zu Grunde liegenden System von Durchmessern parallel ist. Wenn 
man endlich als den Punkt P den Mittelpunkt wählt der dem Tetraeder ÄffCD^ 
umschriebenen Kugel, fQr welche also jede drei auf einander senkrechte Axen 
als ein System conjugirter Durchmesser angesehen werden können, so wird 
auch der conjugirte Punkt P^ der Mittelpunkt einer solchen dem Tetraeder 
ABCD umschriebenen Fläche des zweiten Grades, für welche jede drei auf 
einander senkrechte Axen ein System conjugirter Durchmesser bilden, also eine 
Kugel, d. h. 

IV. Es sei einem Tetraeder (T) ein zweites (T') umsckrieben mit 
parctUelen Seitenflächen: wenn man dann durch die Schwerpunkte der 
Seitenflächen eon (T) Pan^aüelen zieht zu den Verbindungslinien der ent-- 
sprechenden Gegenecken mit dem Mittelpunkte M der dem Tetraeder (T') 
umschriebenen Kugel, so durchschneiden sich diese eier Parallelen in dem 
Mittelpunkte Mi der dem Tetraeder (T) umschriebenen Kugel; es liegen 
My Ml und Fo9 ^^ Schwerpunkt des Tetraeders, Pu zwischen M und ifi, 
auf derselben Geraden, und zwar so, dass 

M^M = ^MiPi). 
Nimmt man umgekehrt jlfi, den Mittelpunkt der dem Tetraeder (7) 
umschriebenen Kugel, als gegeben an, so erhält man den Mittelpunkt M der 
dem Tetraeder (T') umschriebenen Kugel als gemeinschaftlichen Schnittpunkt 
der durch die Ecken des Tetraeders (T) parallel zu den jedesmaligen Ver- 
bindungslinien der Schwerpunkte der entsprechenden Gegenflächen mit Mi 
gezogenen Geraden. Man kann annehmen, dass diese Parallelen AM, BM, 
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CJf, DM in Ebenen liegen^ welche durch die Ecken des Tetraeders (T) 
parallel gelegt sind zn den Ebenen, welche die Verbindungslinien A^iMi^ 
Bi^Mi^ CoM^^ D^jMi und bezüglich die Mittelpunkte der den Dreiecken BCD^ 
CDA, DAB, ABC umschriebenen Kreise enthalten, d. h. welche senkrecht zu 
diesen Tetraederflachen und parallel den ihnen zugehörigen Mittellinien gelegt 
sind. Wie man also in der Ebene die beiden Satze vom Mittelpunkte des 
umschriebenen Kreises und dem Schnittpunkte der Höhen eines Dreiecks, wie 
folgt, aussprechen kann: 

Die Geraden f auf den Seiten eines Dreiecks {J) senkrecht in den 
Mittelpunkten derselben errichtet, durchschneiden sich im Mittelpunkte Mi 
des dem Dreieck (J) umschriebenen Kreises, und 

Wenn man dem Dreieck (J) ein zweites Dreieck {//') umschreibt 
mit parallelen Seiten, so durchschneiden sich die aus den Ecken f>on (J) 
auf die Gegenseiten gefällten Senkrechten in dem Mittelpunkte M des dem 
Dreieck {J') umschriebenen Kreises. Die beiden Mittelpunkte M und Mi 
sind conjugirte Punkte für den inneren Aehnlickkeitspunkt Po? den ge-- 
meinschaftlichen Schwerpunkt und AehnUchkeitspunkt der beiden Dreiecke 
(J) und (^'); 
80 kann man den beiden entsprechenden SAtzen im Räume folgende Form geben : 
V. Die Ebenen, auf den Seitenflächen eines Tetraeders (T) senk-- 
recht in den Mittellinien derselben errichtet, durchschneiden sich im Mittel- 
punkte Ml der dem Tetraeder (T) umschriebenen Kugel, und 

Wenn man dem Tetraeder (T) ein zweites Tetraeder {T') umschreibt 
mit parallelen Seitenflächen, so durchschneiden sich die aus den Ecken 
i)on (T) auf die Gegenflächen senkrecht und den auf diesen Flächen 
Kegenden Mittellinien parallel gelegten Ebenen in dem Mittelpunkte M 
der dem Tetraeder (T') umschriebenen Kugel. Die beiden Mittelpunkte 
M und Ml sind conjugirte Punkte für den inneren AehnUchkeitspunkt P^^ 
den gemeinschaftlichen Schwerpunkt und AehnUchkeitspunkt der beiden 
Tetraeder {T) und {T). — 

Die Satze II. bis Y. haben sich ergeben aus den allgemeinen Beziehungen 
der conjugirten Verbindungslinien ((10.) und (11.)) ^^^ entsprechenden Eck- 
punkte der beiden homologen Tetraeder ABCD und A^B^iC^^D^i mit beliebigen 
Punkten der Collineationsebene, und zwar unter der Annahme, dass diese 
Verbindungslinien zu vier sich in demselben Punkte durchschneiden. Macht 
man fftr die Constanten o^ in den erwähnten Gleichungen andere Annahmen, 
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80 ergeben sich andere Sitze: wir beschrinken nns hier auf die neae An- 
nahme, dass 

»•* = ö« 
sein soll, dass also diese. Constanten durch die Vertanschung ihrer Doppei- 
indices keine Aenderung erleiden. Die geometrische Bedeutung dieser An- 
nahme ist die, dass die vier Geraden (10.) Aa, Bb^ Cc, Dd hyperboloidisch 
liegen, (Bd. 56, pag. 220 dieses Journals), d. h. Generatrices sind desselben 
Systems eines Hyperboloids (IT). Alsdann gilt dasselbe für die vier conja- 
girten Geraden (11.) A^a, Bob, Q^c, D^d, und zwar hat das Hyperboloid 
(JJi), auf welchem diese Linien demgemäss als Generatrices desselben Systems 
liegen, für das Coordinatensystem (Ai^tfu^t'u^t^u) dieselbe Gleichung, wie das durch 
die ersten Geraden bestimmte Hyperboloid (JJ) für das Coordinatensystem 
{ty Hy e, tr), und weil ausserdem die Ebene {E) in beiden Systemen durch die- 
selbe Gleichung dargestellt wird (3.), so haben auch die Pole Q und Qi dieser 
Ebene in Beziehung auf die Hyperboloide (JJ) und (iTj) dieselben Gleichungen 
und sind demnach conjugirte Punkte, also auf derselben Geraden mit Po be- 
findlich, so dass 

(AX\ (?,0 _ AA, ^ Aa / BB, Bb CC, ^ Cc _ DD, ^ Dd\ 
^ ^ Q^Po ~ Po^ • Qa ^"" P.B, ' Ob ^ P,C,' Qc - Q,D, • Qdr 

Man hat demnach folgenden Satz: 

VI. Wenn man durch die Eckpunkte eines Tetraeders vier gerade 
Unten zieht^ ißdche die Generatrices sind desselben Systems eines Hgper^ 
boloids (IT), und den Schnittpunkt einer jeden derselben mit einer be- 
liebig gegebenen Tratisi)ersalebene (E ) mit dem Pol dieser Ebene in Be- 
ziehung auf die correspondirende Gegenfläche des Tetraeders eerbindety 
so sind die eier Verbindungslinien die Generatrices desselben Systems eines 
zweiten Hyperboloids (^i). Die Pole Q und Qi der Ebene {E) t» Be- 
ziehung auf die beiden Hyperboloide (H) und (Hi) liegen mit dem Pol 
{P^i) dieser Ebene in Beziehung auf das gegebene Tetraeder auf derselben 
Geraden, mit dem oben (14.) angegebenen Verhältniss ihrer Abstände. 

Rückt die Transversalebene ins Unendliche, so dass an Stelle ihrer 
Pole in Beziehung auf die Tetraederflächen deren Schwerpunkte und in Be- 
ziehung auf die Hyperboloide (H) und (Hj) deren Mittelpunkte iV und N^ 
treten, wAhrend die Relationen (14.) ersetzt werden durch die folgenden: 
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ri5^ iV. jy _ ÄA. r BB, _^ CC, _ DDo\_^, 
^^^^ N,P,- P.Ä.\^ P.B, - P,C. - P.D.J-'^^ 

SO ergiebt sich der Satz: 

VII. Wenn man , durch die Eckpunkte eines Tetraeders vier gerade 
Linien zieht, weiche die Generalrices sind desselben Systems eines Hyper- 
boloids [H)^ und durch die Schwerpunkte der jedewuiligen Gegenßächen 
Parallelen zu denselben legt, so sind diese die Generatrice^ desselben 
Systems eines zweiten Hyperboloids (Hi) : die Mittelpunkte N und Ni dieser 
beiden Hyperboloide (H) und (Hi) liegen mit dem Schwerpunkte F,, des 
Tetraeders auf derselben geraden Linie, P^ zwischen N und iV, , und zwar 
so dass 

N^N = 4iViPo. 
Nach dem in der Einleitung erwähnten Steinerschen Satze sind die 
Höhen eines Tetraeders die Generatrices desselben Systems eines Hyperboloids : 
es ergiebt sich darum als ein besonderer Fall des Satzes (VII.): 

Vm. Die Lothe in den Schwerpunkten der Seitenflächen eines 
Tetraeders sind die Generatrices desselben Systems eines Hyperboloids: 
die Mittelpunkte Ni und N dieses Hyperboloids und des Höhenhyperboloids 
liegen mit dem Schwerpunkte Fo des Tetraeders in gerader Linie, und 
zwar der Schwerpunkt zwischen den beiden Mittelpunkten,. so dass 

N,N = 4iV|Fo. 
Nunmehr hat Joachimsthal gezeigt, dass der Mittelpunkt A^ des Höhen- 
hyperboloids, der Schwerpunkt Fu des Tetraeders und der Mittelpunkt Mi der 
dem Tetraeder umschriebenen Kugel auf derselben geraden Linie liegen, und 
zwar Pu als Mittelpunkt der Strecke NMx^ es liegen demnach die vier Punkte 
lfi, Ni^ PfM N in der angegebenen Reihenfolge auf derselben Geraden und 
zwar so dass 

NP, " N,P, -^' 
also: 

IX. Der Mittelpunkt Mi der dem Tetraeder umschriebenen Kugel, 
der Mittelpunkt Ni des durch die Lothe in den Schwerpunkten der Seiten- 
flächen bestimmten Hyperboloids, der Schwerpunkt P^ des Tetraeders und 
der Mittelpunkt N des Höhenhyperboloids liegen eds eier harmonische 
Punkte in der angegebeneu Reihenfolge avf einer geraden Linie, Pu als 
Mittelpunkt der beiden äusseren Punkte N und Mi. 
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Miniml man noch die in Satz (V.) ansgesprochene Eigenschaft des 
Punktes M, als des gemeinschaftlichen Schnittpunktes den vier Höhenebenen, 
hinzu, so erhält man 

MP, NP, _ o 

Jf.P, - N,P. -^' 

und N, der Mittelpunkt des Höhenhyperboloids, liegt in der Mitte der Linie 
MiMy d. h. der Verbindungslinie des Mittelpunktes der umschriebenen Kugel 
und des Schnittpunktes der vier Höhenebenen. 

§. 3. 
Es sei jetzt die Frage zu erledigen, welche Verallgemeinerung der 
Joachimsthalsche Satz über die gegenseitige Lage der Mittelpunkte des Höhen- 
hyperboloids und der dem Tetraeder umschriebenen Kugel erfthrt, wenn man 
den ersteren durch den Pol einer beliebigen Ebene in Beziehung auf ein durch 
vier die Eckpunkte des Tetraeders durchschneidende Geraden als Generatrices 
desselben Systems bestimmtes Hyperboloid ersetzt. Auch hier empfiehlt sich 
zunächst fQr die Untersuchung der einfachere Fall, wo durch die Eckpunkte 
des Tetraeders vier sich in demselben Punkte durchschneidende Geraden ge- 
zogen sind. 

In dem entsprechenden Satze beim Dreieck (§• 1) traten der Höhra- 
schnittpunkt und der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises als spedelle Fälle 
conjugirter Punkte fQr eine beliebige Transversale auf: der erstere dieser 
Punkte p war willkörlich in der Ebene angenommen und der zweite pi er- 
gab sich dann als der gemeinsame Durchschnittspunkt der Verbindungslinien 
derjenigen Punkte a^ 6^ c^ in welchen die Verbindungslinien des Punktes p 
mit den Ecken des Dreiecks die Transversale durchschnitten, mit den Polen 
n^, bii^ Cu dieser Transversale in Beziehung auf die Dreiecksseiten. Ln Räume 
heisst der analoge Satz: 

X Die Verbindungslinien der Ecken einet Tetraeders mit einem 
beliebigen Punkte P des Raumes durchschneiden eine ebenfalls beliebig 
gegebene Ebene (E) in pier Punkten: wenn man durdk jede zwei dieser 
Punkte, welche als solche eitlem bestimmten Paar ean Ecken des 7e- 
traeders sugeharen, und den Pol der Ebene {E) in ßesiehmtg amf die 
das andere Eckenpaar verbindende Kante eine Ebene legt, so dmreh- 
schnöden sich die sechs auf diese Weise canstrmrbaren Ebenen in ^nem 
und demselben Punkte. 
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Zum Beweise dieses Satzes nehme man, wie in §. 2, das ^^bene Te- 
traeder ABCD als Coordinatentetraeder: die Gleichung der Transrersalebene 
sei wieder 



^■- V+T+T+T = ö^ 



ß^ Y 

und der Schnittpankt P der durch die Eckpunkte A, B, C, D bezOgUch ge- 
legten Geraden: 

p. JL = JI! p _ «p . 

o, ~ a,~ a^~ a/' 

wenn man nun der Kflne wegen (§. 2, Gleichung (6.)) die neuen Constanten 
«f, a", «"', a^ einfahrt durch die Gleichungen: 



(1.) 






^+-^+ V+-T?- = 0, 



T^y-^-^ 



30 sind ($. 2, Gleichung (7.)) die Schnittpunkte a, h, e, d der Linien AP. 
BP, CP, DP mit der Ebene (£): 

< «_ _ o _ w 

ö «t «• «4 

. lue» 
t _ « _ _© w 

"öT"" «• "" «i ^ o^* 

Die Ebene durch irgend zwei dieser Punkte, z. B. a und 6^ und den Pol der 
Ebene (£) in Beziehung auf die das andere Eckenpaar, hier C und />, ver- 
bindende Kante, nämlich 

hat also die Gleichung: 

(»•) a +f )(t-^)+(f-T)(■^+-^) = •' 

Journal fOr Mathematik Bd. LXY. Heft 4. 40 
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wie sich sofort unter Berflcksicbtigung der 6l6tchmigeii (1.) oi^^ebL Diese 
Gbeiie enfhilt aber ausserdem die zu den Schnittpankten A\ ff, C, ff ddr 
Linien AP, BP, CP, DP bezflglich mit den Ebenen BCD, CDA, DAB, ABC 
fflr die Pole ^, jB», C«,, D^ der Ebene {E) in Beziehung auf diese Dreiecke 
conjugirten Punkte Ai^ Bi^ Cj, Di: denn zu den Punkten 

lA' : / = 0, Ji. = ^ = J^, 

/ * n. n. n ~ 



(3.) 



' ' ' O. ~ «4 ~ «. ' 



C : 9 



-0 JL--1-JL 



(4.) 



jy : «, = 0, -L = J=- = -^ 

«I «i o. 

fehören (Yergl. §. 1, Gl. (12.) und (13.)) ab die conjugirten Punkte 
1*.= .-0, ^: • :-l=(^+i):(a+i)..(i+^), 

und von diesen gendgen die Coordinateawerthe fOr Ai und Bi der Gleichung 
(3.)9 ^ie behauptet war. 

Es liegen also die vier Punkte a, Ai^ b, Sj auf der Ebene (2.) und 
es durchschneiden sich demgemäss die beideq Linien aAi xmAbBi. Dasselbe 
gilt fflr jedes Paar der vier Linien aAi^ bBi^ cC^.^ dDi^ und demnach gehen 
sie sflmmtlich und folglich auch die sie zu zwei enthaltenden Ebenen durch 
denselben Punkt, welche sechs Ebenen auch, wie oben gezeigt wurde, durch 
je zwei der Punkte a, b, c, d und den Pol der Ebene (£) in Beziehnng 
auf die entsprechende Gegenkante des Tetraeders bestimmt sind. Nennt man 
diesen gemeinschaftlichen Punkt der sechs Ebenen (2.) P3, so ist sofort weiter 
zu sehen, dass P2 mit den Punkten P und P| (Satz II.) auf derselben Gerade^ 
liegt; denn diese drei Punkte liegen mit jedem der vier Punkte a, b, c, d 
in einer Ebene, weil sie bezflglich aof den Verbindungslinien, z. B. des 
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Punktes a mit den Punkten Äi^ A und A^ liegen und diese nach Satz I. 
derselben Geraden angehören. Der Pol Pu der Ebene (£) in Beziehung auf 
das Tetraeder ist pach Satz IL ein vierter Punkt der Geraden FF^F^, Es 
ist demnach gleichzeitig der folgende Satz bewiesen: 

XI. Wenn man die Funkte, in welchen die Verbindungslinien der 
Eckpunkte eines Tetraeders mit einem beliebigen Funkte F des Raumes 
eine ebenfalls beliebig gegebene Ebene (E) durchschneiden, verbindet mit 
den auf den entsprechenden Gegenflächen liegenden conjugirten. Funkten 
der Schnittpunkte der Verbindungslinien mit diesen Flächen, so durchs 
schneiden sich die eier Verbindungslinien in demselben Funkte F^^ welcher 
zugleich der gemeinschaftliche Schnittpunkt ist der sechs Ebenen des 
Satzes X. Der Funkt P^ liegt mit den drei Funkten Pu, F und P| des 
Satzes tl. auf derselben Geraden. 

Rflckt die Transversalebene (E) ins Unendliche, und wird F gleich- 
zeitig der in Satz V. als Schnittpunkt der Höhenebenen definirte Punkt M, so 
geht P2 in den früher mit ifi bezeichneten Mittelpunkt der dem Tetraeder 
ABCD umschriebenen Kugel über, weil die Linien ^1^29 ^1^29 ^iPa^ D1F2 
bezflglich den Linien AM, BM, CM, DM parallel sind. — 

Es bleibt nunmehr noch der allgemeinere Fall zu untersuchen flbrig, 
wo die durch die Eckpunkte des Tetraeders gezogenen Geraden hyperboloidisch 
ticigeai alsdann ergeben sich ganz analoge Resultate, und zwar zunächst der Satz: 

XII. Vier beliebige durch die Ecken eines Tetraeders gelegte Oe^ 
ner<Urices desselben Systems eines Hyperboloids durchschneiden eine eben-- 
falls beliebige Transeersalebene (E) in eier Funkten; durch jede zwei 
dieser Funkle, welche als solche einem bestimmten Faar eon Ecken des 
Tetraeders zugehören, und den Fol der Ebene (E) in Beziehung auf die 
das andere Eckenpaar verbindende Tetraederkante ist eine Ebene 6ß- 
stinwU: die sechs so bestimmten Ebenen durchschneiden sich in demselben 
Funkte. 

Auf das gegebene Tetraeder als Coordinatentetraeder bezogen sei die 
Trapsversalebene, wie frOher, ausgedrflckt durch die Gleichung: 



<«)^ T + f+f+T = ">' 



die durch die Eckpunkte A, B, C, D aber gezogenen Fandamentailinien seien 

40* 
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(5.) 



Aa : 


u 


= 


«.. ~ «.4 ' 


Bb : 


t 


= 


9 V 
«..-«.4' 


Cc : 


t M 






Dd : 


t M 
«41 «4t 


= 


«4. 



fElr welche als Generabrices desselben Systems eines Hyperiboloids die Be- 
dingung 

(6.) aa = «K 
erfbllt wird. Wenn man jetzt der Eflne wegen (vergl. §. 3, Gleicliung (6.)) 
die neuen Constanten an, 022 9 o», a^ einfahrt durch die Gleichungen: 



(7.) 






ß ^ 7 ^ i 



/? 



«44 _ 



M> sind die Schnittpankte o, 6, c, d der Fandamentallinieii (5.) mit der Trans- 
Tersalebene (§.2, Gleichong (?.))• 



(8.) 



a 


• 


«.. 


«.. 


«u 


«.4' 


6 


: 


«»1 


u 

«.t 


«.. 


«.4' 


c 


• 


< 
«.. 


u 

«*« 


• 

«.. 


«.4' 


d 


: 


t 

«4. 


u 

«41 


t) 

»4. 


«44 



Die Ebene durch irgend zwei dieser Punkte, z. B. a und 6^ und den 
Pol der Ebene {E) in Bezug auf die das andere Eckenpaar, C und D, ver- 
bindende Kante, nämlich 

hat nunmehr die Gleichung 
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+ (<^,-au«»)(|— y) = 0; 

oder weim man der Eflrze wegen die neuen Constanten 6^ nnd c« einführt 
dorch die Gleichungen: 

1022^ — ^ = 623, • 011044— 11^4= 6|4, 
053011—0^1 = 631, 022044—11^4 = 6249 
O11O22 — 0J2 = 6129 ÖM«4f — Ä = 6349 



(11.) 



«13^4 — ^«11= ^129 ^♦«l2"~Ö4aöll = ClS^ ^2^— Ä23«U = ^149 

^«21— O11Ö22 = C23, O21O23— 013022 = ^9 «2SÖ24 — flj4Ö22= ^9 

^1052 — 012033= C34, O32O34 — 024033 = C315 034031—041033 = ^29 

«42 «43 — «23 «44= ^U 9 ««8 «41 ^ «31 «44 = ©4« , «41 «42 — «13 «44 = ^43 9 



C^ 



(12.) 



wo aber zu bemerken ist, dass yermöge der Bedingung (6.) nur die Ausdrflcke 
ba und btn einander gleich sind, wthrend die Ausdrücke c^ durch Yertauschung 
ihrer Indices andere Werthe erhalten. Zwischen diesen Grössen 6^ und c^ fin- 
den vermittelst der Gleichungen (7.) die folgenden Beziehungsgleichungen statt: 

r ^ i ^ ß ' J"^/J""y' ß ^ r "^ i ^ 

i"^«""y' a'^y""J' r"*"a"~c^ 

£*14-£ä1 = ^ £lL4.£t».=:^ ^4t I ^4t __ ^49 

ß '^ r «' y« /»' «i* y' 
Diess vorausgesetzt, wird die obige Gleichung (9.) der Ebene durch die beiden 
Punkte Oy b und den Pol von (£) in Beziehung auf die Kante CD: 

(13.) (^_^),+(^_^)„-^e4-'t«' = 0. 

Wenn man jetzt durch die Schnittpunkte a, b^ c, d der Fundamentallinien (5.) 
mit der Transversalebene {E) diejenigen vier Linien construirt, welche als 
Generatrices des zweiten Systems mit den Geraden (5.) auf demselben Hyper- 
boloid liegen, Linien, welche bezüglich die correspondirenden Flftchen BCD^ 
CDA, DAß, ABC des gegebenen Tetraeders in den Punkten Ä, B\ C, D' 
durchschneiden mögen, und zu diesen Punkten in jeder Seitenfläche die con- 
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juffirten Pimkie Ai^ B^^ C^^ Di darstellt, so findet Bich, dass die Ebene (13.) 
zwei dieser Yerbindungsgeraden enthalt. 

Zunächst ergiebt ^ch der Schnittpunkt der Generatrix des zweiten 
Systems durch den Puiikt a mit der Seitenfläche BCD als derjenige Ponkt, 
welchen diese Fläche f = mit den Ebenen durch a und Jede der drei Ge- 
neratrices des ersten Systems (5.) Bb, Cc, Dd gemeinschaftlich hat; die Glei- 
chungen dieser drei Ebenen aber werden bei Benutzung der Formeln (7.) 
und (11.): 

{a,Bb) : (ossOii«— auOM)'— c,3e4-Ci4tr = 0, 

(a, Cc) : (a34ai;i— aMÖ»)*— Cunj+Cjßii = 0, 

ia.Dd) : .«««u— »m»«)«— CijU+Cu« = 0; 

und demgemäss erhält man fflr ihren gemeinschaftlichen Schnittpunkt A', so 

wie durch Fortschreiten der Indices fQr die Punkte B', C, D^ die folgenden 

Systeme von Gleichungen: 

,A': < = 0, Cn» = Cu«> = Ci4«>, 

iß' : » = 0, Cji* =C23e = C24«?, 

(14.) { -23 24 , 

\D': tt> = 0, C4i< = C43ti = C49e , 

als die conjugirten Punkte Ai^ Bi^ Ci, Di ergeben sich demnach (§. 1, GL 13): 

oder vermöge der Gleichungen (12.): 

|jB» : « = 0, 

IC, : e = 0, 

Dt'. •P = 0, 



«If^lt «I.'*|» "l***!* ' 

I » ' 



(15.) 



C.j.ftgj ^M-*tl ^t4'*t4 ' 

tu U) 



( u e 



<^4i*4t ^4f*4t ^4|-*41 



Ki ist sofort la sehen, dass von diesen vier Punkten die beiden 
erstell auf der Ebene (13.) liegen, und weil sich durch cyklisches Fortrflcken 
il#r Indices aas der Gleichung (13.) die Gleichungen der flbrigen fünf Ebenen 
ergeben, welche die Punkte a, 6, c, d zu zwei und den jedesmaligen Pol 
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der Ebene (£) in Besfehung auf die zugehörige Gegenkante enthalten, während 
die Gleichungen (15.) in einander übergehen, so enthält jede dieser Ebenen 
xwei von den Punkten (15.). Es liegen also beispielsweise die vier Punkte 
a, Äi^ by Bi auf der Ebene (13.) und es durchschneiden sich demgemäss die 
beiden Linien aAi und bBi. Dasselbe gilt für jedes Paar der vier Linien 
ßAi^ bBi^ cCi^ dDi und demnach gehen diese Linien sämmtUch, und folglich 
auch, die sechs Ebenen (13.), durch denselben Punkt. Es ist darum gleich- 
seitig der folgende Satz bewiesen : 

Xni. Vier beliebige durch die Ecken einee Tetraeders gelegte Ge- 
neralricee däeeelben Sgeteme eines Hyperboloids durchschneiden eine eben^ 
faüs beliebige Transfoersolebene {E) in vier Punkten a, b, c, d; construirt 
man dutch jeden dieser Punkte die Generalrix des zweiten Systems und 
JSflf dem Schnittpunkte derselben mit der correspondirenden Geget^ fläche 
des Tetraeders den conjugirten Punkt, so durchschneiden sich die eier 
Verbindungslinien der conjugirten Punkte mit den entsprecbendeu Puss^ 
punkten a, b^ c, d im dems^en Punkte. 

Der gemeinschaftliche Schnittpunkt der vier Geraden Aia, B^by CgC, 
Dgd (XIII.) ist zugleich derjenige der sechs Ebenen (13.) (XII.); um weiter 
SU zeigen, dass dieser Punkt, welcher etwa Q2 heissen mag, mit den Punkten 
Po 9 Q und ^1, d. h. den Polen der Ebene (E) in Beziehung auf das Te- 
traeder ABCD, in Beziehung auf das diesem Tetraeder umschriebene Hyper- 
boloid (J7) ond in Beziehung auf das dem homologen Tetraeder Ai,B C^|Do 
umschriebene Hyperboloid {H^) auf derselben Geraden liegen, sind noch zur 
Abkürzung der Rechnung einige Beziehungen zwischen den Coefficienten a^ 
und den aus ihnen weiter abgeleitoten Coefficienten 6^ und Cut festzustellen. 
Zunächst sind als neue Grössen du, einzuführen die folgenden Complexionen 
der Coefficienten a^: 

i 023 014—^13^4 = rfi2 (oder ^34), 
«M »12 — «14012 = rfj3 (oder ^42), 
«42 «13 "~ 012^43 = rfi4 (odor Cfea) 9 

wobei zu beachten ist, dass die Grössen Ja 1>®1 Vertauschung ihrer Indices 
finnd it^ keine Aenderung erleiden und bei einer cyklischen Permutation der 
Indices in den einzelnen Coefficienten a^ zugleich die Indices in den zöge-« 
hörigen Grössen d» cyklisch permutirt werden. Alsdann hat man die neuen 
Relationen : 



^- 


r 




oder 


*;. 


«.. 


c«. 




oder 


**.. 


ß 


8 


a ' 


Y 


ß 





oder 
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(17.) 



und nemi Ähnliche Relationen durch cyklisches Fortrflcken der Indices 1, 3, 
3, 4, and der Coefficienten a, ß^ y^ 9; femer das System von Beriehongs- 
gleichnngen 

[-jgf-CyCas— *Cm— Ma) = \cnCv^ — —ihf^ey^^ 

IL ^ ß 

(18.) {-^{ßc^-ßc^-r*^ = -j^oy^-^e^c^^ 

(-J^(/^««--yC43-(frfi4) =? yC4aCi2 ^C«Cu, 

welches sich durch dasselbe Verfahren wie das System (17.) durch neun 
weitere Gleichungen yeryollstAndigen lässt, und endlich das in rieh abge- 
schlossene System: 

|K>-^)+'(-^-^)+«(>-^) = 0. 

t''(-^->)+<'0-^)+/»(TP— ^) = «. 

«(-^-^)+/'(t— ^)+K-^-^) = »• 

Diess Yorausgesetzt, erleichtert sich die Uebersicht des Beweises, . dass die vier 
Punkte Po 9 Qy Q\ ™d ^2 a^ derselben Geraden liegen: — Der Beweis Msst 
sich darauf beschränken , su zeigen, dass die Ebene durch die Polk Q und 
Po der Tramverealebeme (£) bezüglich des Hyperboloids (J7) und des Coor- 
dmaleiUetraeders und einen der SchnUtpunkte der Generatrices (5.) mii der 
Ebene (£), js. B. den Punkt a (8.), zugleich den Punkt A^ (15.) dieser Ebene 
enlhaU. 

Der Pol Q der Ebene (£) in Beziehung auf das durch die wind« 
schiefen Geraden (5.) bestimmte Hyperboloid (J7) sei 

<__««__ e _ 10 
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80 ergeben sich fOr die Coefficienten A, B, C, D die Werthe 

ferner sei die Gleiehong der Ebene durch diesen Punkt Qy den Pol Pt, der 
Ebene (ß) in Besiehnng auf das Tetraeder 

JL — JL — JL — ^ 

and den Schnittpunkt a (8.) der Generatrix Aa mit der Ebene (£): 

jf II e __ to 

in folgender Form dargestellt: 

(20.) JÜ+Äii+iVe+PfP « 0, 
so erhalten die Coef&cienten derselben durch die Gleichungssysteme (ll.)^ (16.) 
und (17.) die Werthe: 

h = — (/?.CnrfM+y.ei54Ji3+^.ei4di4), 

y t 

Jf SB — Ci2rf|2 + Cj$(J« — C|4C4,4--g"Cl2^ — -j^ll^Hi 
iV Ä — C|3d|s + Ci4C4j — CnC23+ — ^13^ — — ^ISÖ», 

y 7 

ä y 

P s=s — Ci4rf|4+C,2C|4 — C|sCs4+-j-C|4C4a — -yCj4C4j. 

Setzt man nunmehr in die Gleichung (20.) fDr l^.ti^ «^ w die Werthe 
ein, welche sich aus den Gleichungen (15.) des Punktes ^t* 

*lt*»t »l.«!. *U«U 

ergeben, so erhilt bei Berflcksichtigiuig der Gleichangen (18.) die liniie Seite 
der Gleicliung (20.)) abgesehen vom Factor e^euCu, die Form: 

** e,,^ß T^Z+y c.. ^ r ß )^^ e,,\i y ) 

iwamli ffir liatlieniatik Bd.LXV. Haft 4. 41 



%Hi 



M4rm€0, 



äes Ti 



&4er 9^twM^iül 4m 



C«^}: 



y en^^e^^y€M-^'C^-y'Ct^ — ^-c». 



fieft icr fHib jlt «f ier 



fdiwoMlet 

EbesM 
FMffwkteB i, ^, i# a; 1 
an« snil ^MiiMdi lieft icr 
^,«. ^i&, Cxir, H.tf rXDL) 
denelWtt Genies. — 

Scblimlidb 
Se wier PwmkU Q, F^. Q^ wmd Q^ 
Q,, die Pole 4er Eherne (E) im 



(19.) Ter- 

20.]. wv m beweiseB war. 

Bn, C;, l>j (ib.) bexigfich mit den 

WUn Paies P. wmi Q je iendhem Ebeae 

^2 4et Tier G^radea 
P.. aii^ Q, faigiidk aKh ■!! ^^ (VL), aaf 



«rf (ff.), 

i/<« Pal eam (E) fwt 

A,m, Bih, CtCy Dgd. 



mmf 4ie heidem PwmkU Po 
wmd 4em Sekmittpwmkt 



hier (vergl. IX.) 
Pwmkle nmd wmd %wat Q wmd 
4ße beidem HtperhoMde (H) 
wmd ^3, hezügUeh 
der üier Geraden 




Zaai Beweise aeiuie man etwa die Punkte, 
in welchen die VerbindongaUnien des Fasspnnktes a 
mit den Punkten Q, P^^ Q^^ A das Coordinaten- 
dreieck BCD durchschneiden, besflglich q, p^^ fi, 
Ol, so liegen die ersteren drei derselben mit Ai^ 
dem Schnittpunkte der Geraden Q^a mit BCD, wie 
oben bewiesen, auf einer Geraden, ebenso die^ bei- 
den conjugirten Punkte Ä und A^ mit ^, dem Pol 
der Ebene (E) in Besiehung auf das Dreieck BCD; 
Po Uogt als Pol von [E) in Beziehung auf das Te- 
traeder ABCD auf der Verbindungslinie AAi^; noch 
sei Z der Schnittpunkt der Linie Äai mit der Schnitt- 
linie der beiden Ebenen BCD und (E). 

Die Geraden Aa und AoO sind conjugirt in 
Beziehung auf das Collineaiionscentrum P|„ ebenso 
die Geraden Äa und a'a^ wenn aa die Generatrix 
ist des zweiten Systems des Hyperboloids (Ui) durch 
den Fusspunkt a. Nunmehr hat man vermöge der 
Eigenschaft der Punkte Q und Qi als der Pole der 
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Ebene (E) in Beziehung auf die beiden Hyperboloide (H) und (Hi) die beiden 
harmonischen Ponktoysteme (A'^g^Oi^Z) und (Au^qi^a'^Z)^ folglich da die 
Punktsysteme {A\Ao^Ai) und {g,qi^Ai) je auf einer Geraden liegen, so ge- 
hören auch die Punkte ai, a' und Ai derselben Geraden an; demnach kann 
man die vier Geraden AiA^^ A^po^ p^a', a'Ag ansehen als die auf einander 
folgenden Seiten eines Vierecks, dessen Gegenseiten sich paarweise in den 
Punkten A' und Oi durchschneiden, d. h. AiOi und A^a', als Diagonalen des 
Vierecks, theilen die dritte Diagonale desselben, Aipo^ harmonisch: demnach 
ist das Punktsystem (Ai^qi^po^q) harmonisch. In gleicher Weise durch- 
sdmeiden die Verbindungslinien der vier Punkte Qz^ 0i, Pu und Q mit jedem 
der übrigen Fundamentalpunkte b, c, d die entsprechenden Coordinatenebenen 
CDAy DAB, ABC in harmonischen Punktsystemen, und demnach sind die 
vier Punkte ^29 Qi^ Pu nnd Q selbst harmonische Punkte. 
Berlin, Februar 1865. 
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8ur les sections circulaires des surfaees da secood 
ordre et les ombilics des surfaees quelconqoes. 

(Par M. a SouUlart i^ Caen.) 



JxL. Otto Hesse a Signale dans ses Varlesimgen über die aiuü$Hsehe 
Geometrie des Raumes (p. 335), ime difficulte d'analyse par laquelle on est 
arr£te, q[uand ou veut presenter la theorie des sections circnlaires des surfaees 
da second ordre comme un cas particulier de la theorie generale de leurs 
sections planes: cetle difficulte consiste ä partager nne certaine eqna^oa en 
denx antres. La decomposiUon se fait aisiroent (loc. eit.), lorsqne Fe^atioD 
de la surface ne contient pas lies rectangles des yariaUes, et la theorie 
s^acheve alors comme par les autres milhodes: mais le cas general est 
beauconp plus rebelle. M. Hesse est parvenu (t. 60, p. 305 de ce Jonmal) 
a mettre le premier membre de reqnation dont il s'agit sons la forme d^nne 
somme de plusieurs carres: le nombre de ces carres a ete rödnit a 2 par 
M. Henrici (t. 64, p. 187). L'obstacle est donc leve, mais les formnles ob- 
tmines sont assez compliqnees et il resterait a en dödnire la theorie des sections 
circnlaires. 

An lien d'une decomposition en carres, on peut, an moyen des pro- 
priötes d*nn diterminant qui se präsente de lni-m6me dans la question, etendre 
an cas general la marche qui reussit dans le cas de reqnation rödnite: on 
obtient ainsi des resultats beancoup plus simples et la forme des eqnations se 
prdte commodement a la Solution completa dn probleme primitif. 

A un antre point de vue, la recherche des sections drcnlaires des 
surfaees du second ordre peut dire considerie aussi comme un cas particulier 
du probleme des ombilics d'une surface quelconque: cette remarque suffit ponr 
montrer que le probleme de MM. Hesse et Henrici est, au fond, resoln depnis 
jong-temps. Inversement, la Solution que nous en obtenons donne, sons nne 
tmme nouvelle et remarquable, la Solution du probleme general des ombilics: 
00 trouve d^ailleurs aisement une forme correspondante pour reqnation generale 
lief lignes de courbare. 

La symetrie de ces formnles tient a Temploi d^un döterminant de möme 
formt que le precedent, et qu'on designe quelquefois sons le aom da Hesmem 



Souillüri, sur la queiiion des ombUics. 321 

bardi. La valenr de ce diterminant, ponr an point quelconque de la snrface 
qne Ton considere, ne depend pas dn Systeme d^azes coordoimia anxqiiela 
la surface est rapportee, et qnand la snrface est dn second ordre, cette valenr 
est la möme en chacnn de ses points. Cette remarqne, associöe k nn th^ereme 
de Joachimsthal, met en evidence nn eertain nombre de propriitfe dont 
jonissent las lignes de conrbnre des snrfaces du second ordre. 

I. 

1. Seit 

flwfljH öay^+ »22«'+ 2001 0^ + 2aiBa» + 2012^* + 2£^a a?+ 2ais 
r^quatlon d^nne snrface du second ordre rapportie a des axes rectangnlaires 
qnelconqnes et 

ax+bff+eis — d = 

r^qnation d'nn plan, a, b, c ilnni les cosinns des angles qne la normale an 
plan fait avec les axes coordonnes, en sorte qne Ton a 

ö^+6*+c* = 1. 

Les longuenrs des axes de la section qne le plan produit dans la surface s'ob- 
tiennent en resolvant reqnation dn second degr6 

£Voo — X Ooi Oius a 

öjü Ali — ^ öi2 b 

öjo ^1 öjQ — i C 

a b e 



(1.) 



= 



dans laquelle Tinconnue l designe le quotient d*une constante par le carr6 de 
Tun de ces axes {Hesse, Vorlesungen etc. p. 331). Ponr que la section seit 
nn cercle, il faut et il suffit que cette equation ait ses radnes Egales. Cette 
condition n'etablit qu'ane seule relation entre les qnantitös a, b, c qni dö- 
terminent la direction du plan, et comme ces quantites ne sont assnjetties en 
onlre qu'a yerifier reqnation a^+6^+c^ = l, on est coaduit a ce paradoxe 
quMl existe dans tonte surface du second ordre une infinite de directions de 
plans cycliquQs. 

Mais il arrive ici, comme dans plusieurs cas analognes, qne reqnation 
de condition unique comprend en realitö deux equations distinctes, et c^est 
dans la decomposilion de cette Equation que consiste la difficnlti signaI6e par 
H. Hesse. 
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2. L'iqnation (1.) developpie et ordonn^e par rapport a X, peat dtre 
mise soas la forme simple 



dj . dj 



(2.) (a»+6Hc^)i'+(^+^+^>-^ = 0, 



*»ii <*«»t' 



en posant 



J := 



«10 

a 



All 

«21 

b 



«« 
On 
C 



La condition d'ögalite des racines est 



(3.) 



Ah. 



teile est T^ation qo'il s'agit de partager en deuz aatres. 

Les propridtös elömentaires des ddterminants nons donnent les identites 



dJ 



i6 

(40 /i«:^+ b 



dJ 



'" ^ic^ = 0, 



da,, 
dJ 



da. 



*»i. 






, , dJ , ,. dJ 



do„ 



<**»! 



da,. 



0, 



au moyen desqnelles on pent exprimer les d^rivöes du döterminant J par 
rapport anx el6ments principaux en fonction des dörivöes relatives anx trois 
öliments Oui, 0», a^) et vice versa. On a ainsi les deuz groupes de formules 



(5.) 



dJ ,^t. dJ , dJ \ 



(6.) 



bc 



ca 



ab 



dJ 
d£ 

A»M 

dJ 

dJ 
da,, 

da 
da,, 

dJ 
da,. 



dJ 
dJ 



dJ 
da, 

dJ 



A»i. 
dJ 
da,. 



, t.dd\ 



= a' 



dJ 



dd 



da. 



= 6' 



= C 



t« 
dJ 

da,, 
dJ 

da». 



da,, 

da 

do„ 

_d^ 



■a' 



dJ 

da..* 
d// 

da 
da,, ' 
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Des formnles (5.) on condnt la snivante 

1^ , / dJ , dJ , dJ\ u/^L rf-^ . dJ \ , .j/ dJ , dJ\ 

\da..^ da,,^ da^J \ da^^^ *»oi^ ^ *»•. *».t^ 

, if da , . d4\ 

D'autre part si nous appliqnons la formule connue {BrioMchi, Theorie des 
determinants p. 13.) 

dP dP dP dP ^ p d*P 



dar^^ia^is, dor^» dars^ dür^dar,»^ ' 

relative ä an determinant P quelconque, nous aurons, en observant que pour 
an determinant symetriqae tel qae J^ chaqae derivee doit ötre remplacee par 
sa moitie, a moins qu'elle üe soit prise par rapport ä an ölöment principal 



d'ou 



dJ dJ , / dJ Y^ j d^^ ^ 2j 
da^^ da,, *\da,,/~ da^^da^^ ^ 

\da^^y da,, da^^ 



da dJ 



Eliminant -^ — -i — ^^ moyen des formales (S.)) on obtient poar J Texpression 
saivante ou n'entrent que les derivees relatives aux elements Om, Om^ On^ 

/c\ \ A 1 A dJ dJ , . dJ dJ dJ dJ 

(8.) ^AahcJ = a^j— ;r— + 6-J— -j— + c- 



si au contraire on eliminait (-^ — j au moyen des formuTes (6.), on obtiendrait 

pour J Texpression suivante, en fonction de ses dMvees relatives aux elements 
principaux 

(9.) Aa'b'c'J = (a'^-.6»-j!^~c'-^y~46^c^^ 

^ da^9 daj, da^^y da,, da^^^ 

dans laquelle le second membre peut, comme on le sait, prendre plusieurs 
formes differentes. 

La formule (9.) pourrait 6tre appliquee a la transformation de Tequation 
(3.), mais on obtient des resultats plus simples en employant les formales (7.) 
et (8.). L'equation (3.), multipiiee par 4a' 6^ c^, devient alors 

r ,/. dJ . dJ \ . .j/ dJ . dJ \ , ^/ dJ ^ , dJ \V 

(10.) " •* '* ^«Ji^ ^ *»it ^«oi^J 

ii r / 2 I L2 I 7\^ dJ dJ , , dJ dd , da da \ ^ 



(11.) 
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Par un developpement partiel et un gronpement convenable des termes, on 
pent la mettre sons la forme suivante 

8! nous posons, poar abröger, 

. 4J dJ . dJ dJ „ dJ . dJ ^ 

riqaatton pröcidente 8*6crira 

oa bien soas la forme äquivalente 

(12.) (a)/^+6»^Ä+c»/C)(ai/^+*j^B-c»/C)(a»/^-6)/B+c»^C0(-ai/^-^^^ 

3. L'öquation (12.) est verifiie par ^==0, B^O, C»0, et nous 
allons reconnaltre qu'elle n'a pas d'aatre Solution admissible. En effet eile ne peut 
£tre verifiee que si Tun, au moins, des quatre facteurs est nul separöment. 
Or la somme des trois qnantites A^ B^ C itant nulle identiquement, si Ton 
suppose qu'aucune d'elles ne soit nulle ^ ces trois quantites ne pourront pas 
Mre de m6me signe: soit A celle qui est de signe contraire aux deux untres, 
on peut toujours supposer A<ZO. Chacun des facteurs de r^quation (12.) 
contiendra alors le terme imaginaire a^Ay et ne pourra ötre nul que si ce 
terme disparalt: il faudra donc que Ton ait a=^0. Si donc on suppose qu^au^ 
cum des quantiUs A, B, C ne soit nuUe, Fiquation (12.) ne peut itre eirir- 
fiee que par tune des hypothises a == 0, 6 ^^ 0, c == 0. On arrive ä la mime 
conclusion quand on suppose qu^une seule des quantüis A, B, C soit nuUe; 
il n'y a d'ailleurs pas a examiner le cas oü deux de ces quantites seraient 
nuUes, puisque la troisieme le serait aussi. 

L^equation de condition, prise sous Tune des formes (10.), (11.)? (12.), 
est verifiee en effet par Tune quelconque des trois hypotheses a = 0, 6ssO, 
e^O. Par exemple si Ton suppose a^O^ requation (10.) se röduit a 



^(^2^ + '-^) = 0. 



do„ ^ da. 
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ce qoi est alors une identite en vertu de la premiere equation (5 ). Mais il 
faut observer que pour passer de Tequation (3.) a requation (10.) nous avons 
multiplii par 4aVc^^ ce qui a pu introduire les Solutions a = 0, 6 = 0, 1^ = 0. 
C^est en effet ce qui a Heu, car nous allons reconnaltre que riquation primi- 
Hve (3.) n^est poi eMfiie par rhypothise a = 0, si Von via pM en m£me 
temps ^ = 0, B = 0, C = 0. 

Dans Thypothese a = 0, la somme -^ h-j h^ — s© reduit ä' 



^tt 



(6'+c')aüü, et le developpement Ae J ä auo-i- — h(flw6— öuic)^ en sorte 



»«00 ^0 

que requation (3.) devient 

[-^^-{b'+c')a^]*+ = 

DU bien 

(13.) [^+(6'+Oa«,]V4(6HO(öu26-Ou,c)^ = 0. 

Le*premier membre de cette equation etant une somme de deux carres, elte 
ne peut ötre verifiee que si chacun d'eux est nul. Ayant dejä a = 0, on ne 
peut pas avoir en outre 6 = et c = 0: il faut donc que Ton ait 0026—001^=0. 
Mais on a, dans Thypothese de o = 0, 

^ = 2(6'+0(a(«6-auiC), Ä = -2c*(ou26-Ou,c), C=-26^(a^6-.Ouic); 
r^ation (13.) ne peut donc pas dtre verifiee par cette hypothese, sans que 
Fon ait en möme temps -4 = 0, Ä = 0, C = 0. 

Donc enfin T^quation de condition se decompose dans les trois suivantes, 
qui n'en fönt que deux, 

^ = 0, B = 0, C = 0, 
ou bien 

u. 

4. Les equations (14.)) jointes a Tequation o^+6^+<^^= 1^ döterminent 
completement les directions des plans cycliques, mais il reste ä en döduire 
les resultats que Ton obtient par d'autres methodes. 

Ces equations developp^es sont, en divisant par 2, 

lo[o(oi20— a,Ä6— Oüic)+au>6c] = 6[6(a„26~OüiC— Oi2o) + Ouca] 

= c[c(a«ic— OnO— a(n6)+OMo6]. 
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Elles 8onl homogenes et du troisieme degre en a^ 6, c. L^ölimiDation de 
Tane des inconnues se ferait aisement, mais T^ation qui en resuUerail entre 
les deux aatres serait du sixieme degre. Ou peut tirer des eqoalions (14.) 
Uli parti plus avaulageux^ en. y introduisanl comme variable auxiliaire le rayon 
de la section circulaire consideree. Designons par l la racine double de 
requatlon (2.), c'est a dire le quotient d'une constante par le carre de ce 

rayon: on a 

. i / dJ d/t d/I \ 

2(a'-f-6«+c') \da^. da,, "*" rfo^, >'" 
Mais la formule (7.) donne, en tenant compte des equations (14.\ 

dj dJ dJ ^ a«4fc*-^c' dJ ^ a*+6'-fc* dJ 
da^^^da,^ doi, "" abc da,, "" abc da., 

^ a' + ft'+c* d/I , 
tAc da^^ ^ 

d'ou les trois equations 

■ d^ , , t dJ . dJ ,, 

da,, ' ^ da., * * da^, ' 

qui ^tant developpees donneut les suivantes 

(Otti— i)6c+a(aita— Oui*— «üit) - 0, 

(16.) (Oii— A)ca+6(ainA— OuiC — «Uta) ~ 0, 

' («92— A)«Ä+c(auiC — aija — aojÄ) - 0. 

Ces equations ne sont que du second degre, mais chacnne d'elles renferme 
les trois inconnues. Multiplions par c la seconde et par b la troisieme, puis 
ajoutous; il vient, apres avoir divise par a, ia premiere iquation du groupe 

i{an-l)c'+{a..2-l)b''-2anbc -- 0, 

(17.) (a^-i)a^4(fl(K)-*)c'-2a.uca - 0, 

((o,,,^A)6^ + (au-i)a'-2au,a6 =-- 0; 

et les deux autres s^obtiennent d'une mnniere analogue. 

Si la quantit^ l etait determinee, ie^ equations (17.) feraienl connaitre 
la direction des projections, sur chacun des pians coordonnes, de la normale 
au plan de la section circulaire. Or on peut trouver comme ii suit Tequation 
qui dötermine it. On deduit des equations (16.) 
a6e(aiw~A)(an— A.)(fl22~i) = — (au«— Ow^ -aüiC)(aü26— a„|6*--«i2a)(floiC- au»— o,«*; 

== - a6c [2a»uawaß - aJa(a»K,- A) - aSa(aii - i) - oäi (om- i)] ; 
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C6 qoi donne, par la suppression du facteur a6c^ le developpement de requation 

Ofn — l Oin Om 

(18.) a,ü flii—A «12 ="• 0. 

Cette equation est pröcisement celle qiii determine les iaverses des carres 
des axes de la surface: si donc noas considcroiis les sections circalaires qui 
passent par le centre de la surface, leurs rayona sont les trois dem!- axes. 

Pour chacune des trois valeurs de X, les equalions (17.) fönt connaitre 

les rapports — , — <, -g- par des equations du second degre: douc par chacun 

dti axe$ de la mrface il paise deux sections circulaire^. 

On reconnali aisement qu'il n'y a de reelles qiie les sections passant 

par Taxe moyen. En effet ponr que les valeurs des rapports — , — , -^ 
soient reelles, il faut que les trois quantites 

a?2— (an— i)(aM— i), <4)— (oj^— A)(a,K)— i), a?u— (o,«,— A)(aii— A) 
soienl positives. Mais si Ton pose Tequiition auxiliaire 

(19.) äU-fan-lKOn-X) = 0, 

et qu'on designe par a el ß {a<iß) les deux racines, toujours reelles, de 
cette equation, on sait, d'apres la remarque de Cauehtf, que requation (18.) a 
nne racine ^i plus pelite que a^ une racine ili compriae entre a et ß, et une 
racine li plus grande que ß. Par consequent le premier membre de T^quation 
(19.) est negatif pour 1 = 1^, ou A = A.2, et positif pour A = A|. H en est de 
möme evidemment ponr les deux autres expressions. 

5. Pour que la surface seit de rövolution, il fant et il suffit que ses 
deux systemes reels de sections circulaires ne. confondent, c'est ä dire que 
les equations (17.) aient leurs racines egales pour A = iii. On a ainsi les 
equations de condition 

(20.) a{,-(«ii-^i)(a«-ii)=0, a?ß-(a«-A0(ö^«)-^i)=O, «?u-(aoa-ii) («11-^1)= 0. 

Introduisant tour a tour chacune de ces conditions dans Tequation (18.). on 
(rouve que la quantite Xi doit satisfaire aux trois equations 

2fl,.iau2a,2--a5,(a„-Xi)--fl5i(a22-Ai) = 0, 
2aoifl,i20i2-aDi(fl22-ii)--aj2(au,-i|) = 0, 
2au,a,ßai2-a?2(aüü-Ai)-a5i(an-ii) = 0; 

42» 
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d'oü Ton conclut immediatement 

et par suite les conditions connues 



(21.) i.=«,„_^£2i- = a„_.^fii- = a„_.^£ii-. 

**it **oi ••01 

Si Ton observe que la somme des premiers membres des öquations (20.) est 
la derivee par rapport ä X^ du premier membre de r^quation (18.) 9 on 
reconnait que k^ est dans le cas present une racine double de cette 6qnation, 
ainsi que cela doit ötre. 

Remarquons, en passanl, un moyen simple pour arriver directement 
aux equations (21.), en exprimant Tegalile de deux racines de Tequation (18.). 
Pour que la racine li devienne egale a ilo ou a its, il faut qu'elle se confonde 
avec Tune des racines, a ou ß^ de requation (19.); le möme raisonnement pouvant 
se repeter pour les deux equations analogues a (19.), on Toit que la racine 
double doit satisfaire aux trois equations (20.), et on acheve comme plus haut. 

6. Dans le cas particulier oü Ton a 0^ = 002 = 012 = 0, requation 
(18.) se reduit ä 

(au,-i)(au-*)(a22-A) = 0; 

et si Ton suppose aijo<!au<C^vOn a ilt) = 0019 ^1 = ^119 ^^Oai- 
Les equations (17.), quand on y fait it = ^i, donnent 



6 = 0, iL=+^ ^n-aoo 



tandis que si Ton y fait il = Aq ou A = A,, elles donnent a = 0, — imaginaire^ 
OQ e = 0, -^ imaginaire. Ce sont les risultats connus. 



m. 

7. Seit «=0 requation d'une surface quelconque; si nous representons 

par ti^, tii, «2 les derivees de u par rapport ä x, y, a, et par 11^, t%t, ^b^ 

les derivees secondes, Tequation qui determine les deux rayons principaux 
de la surface en Tun quelconque de ses points peut 6tre mise sous la forme 
{Heise, Vorlesungen etc. p. 355) 
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(22.) 



%,-i 


«^n 


•b 


% 


»10 


•u — ^ 


«ß 


«1 


«JO 


«Ji 


«2J— A. 


«2 


«o 


«1 


«» 






= 0; 



linconniie auxiliaire l ^tant döfinie per la relation X= ^ * r * ^ ^^ ^ 
designe Tun des deax rayons principaux. 

Quand on Tapplique a une surface du secoud ordre, cette equation ne 
differe de requation (1.) qne par le changement de Uo^ ti^, ti, en a^ b, e. 
On conclut de la que dam une turface du secoud ordre, les rayons de cour^ 
hure priucipaux en un point guetconque »ont entre eux dam le mime rapport 
que les carrii des axes de toute section paralUle au plan tangent en ce point: 
propriete bies connue et qui lie les ombilics aax sections circulaires. 

Si Ton pose 

•*uü ^ %n ^) 

•k» •ll •'i2 ^l 

tl» U21 Un U2 
t^) üi «2 



£1 = 



requation qui donne les deux rayons de coorbnre prindpaux pourra s^öcrire 
sous la forme simple et sym^trique 

(23.) «+^+^)l.+ (£+^+^>-I/=0. 

Pour qu^on point de la surface u=^0 seit un ombilic, il faut qu'en ce point 
r^ation (23.) ait ses deux racines egales. L'equation de condition se d^ 
duira de T^quation {^.\ en rempla9ant dans celle-ci le determinant J et ses 
Clements par le determinant ü et ses el^ments correspondants; et la möme 
snbstitution pouvant se faire dans toutes les formules des n^* 2 et 3, on en 
conclut finalement que les ombilics seront dMermines par les öquations 



du 



du 



du 



(24.) Mu-j— = u,-r- = th-j— 



du ^ 



et le rayon de courbure R en un point ombilic, par Tune des formules 



(25.) 






R 



*»it 



dm. 



'•t 



"Ot 
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8. L'eqaation qoi determine les deax rayons principaiix se met le 
plus ordinairement sous la forme 



(26.) (rt^s')R'-\^[{i+p')t-^2pqsMi+q>llfi+p'+q''R^^ = 0, 

les lettres p, g, r, $, t ayant la signification connue. Si Ton exprime que 
les racines de cette equation sont egales, on sait (d'apres nn calcul de Poi$9on 
rapportö dans t Analyse appliquie de Leroy) decomposer cette condition nnique 
en deux autres. En posant 

on arrive a metlre r^qaation de condition sous la forme 

d'on Ton conclot 

# = 0, iV=0. 

Ponr decomposer en une somme de denx carres la condition d^egalitA des 
racines de reqnation (22.) 9 il suffirait de tradaire le calcnl de Poisson 
dans les notations du n**. 7. En changeant ensuite les elöments de U en 
ceux de J^ on obtiendrait sous forme d^une somme de deux carris la con- 
dition d'^galite des racines de Tequation (1.), resultat que Ton ne saurait 
tirer de la methode de M. Hesse et auquel M. Henriei n'est parvenu qu*en 
sacrifiant Thomogeneite des formules. 

Ce calcnl n'aurait qu'une symetrie incomplete, i cause du röle inegal 
des variables x, y, jb dans les equations (26.) et (27.). II en serait de mdnie 
d'une decomposition en trois carres qu'on pourrait deduire de la forme sous 
laquelle M. B. Amiot (Journal de UauüUle t. 12, p. 130) a presente reqnation 
(27.); cette forme est la suivante 

(27'»".) F''['43r+{pP+2qMy = 0, 

la quantite M etant celle de plus haut, et la quanlite P designant Texpression 

inq')r-{i+p')t 

La consideration du determinanl U et de ses derivees simplifierait notablement 
la traduction des Equations (27.) et (27*"''). Je me bornerai k indiqoer les 
nouvelles expressions des principales quantites qui figurent dans ces calculs 
et qui se rencontrent souvent dans la (heorie des surfaces. En voici letableau: 



(28, 
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^~ u* du ' * ~ «* ' d« ' u* du ' 

. , i r dV dU ./du Vi 1 „ 

Wji »■*•• ■•••ii *•■•*# 

- 2ii,«. «. «: L«^v*' dt... +'^iü;;;J+*''^^ du,, ^*^'li^) 



i 



+«^(«^-S^+'''^)]' 



,4 , .X ,. , ,x, 1 1 r ,/ der dU \ , ,/ du dl?\ 

•^^•^di... •'d«,.>'j' 

/4 , u \ f dU dU \ 

/< . ^^ . i C dU dU\ 

Les deox dernieres formules montrent Taccord des ^uations (24.) avec 
Jf=0 el iV=0. 

9. L*emploi da detenninant U permet de mettre aassi soos one forme 
(res-symetriqae 1 equation generale des lignes de courbare. Soas sa forme 
la plas connae, cette eqaation est 

[inq')»~pq(]dy'+l{i+q')r-{i+p')t]dpdx-[{i+p')s-pqrjdx' = 0. 
fin faisant asage des formales (28.) on pourra d'abord recriro 
/ dU dV \.j f dU dU\. , 

. r j/ dV dU \ , ,/ dU du \ j/ dU dV \1. . ^ 

+K«'dJi;:-*^d«->«^C«^di:---*^Ä,-)--«^C«^'Äi;^ = ^ 

Pour donner a cette equation plus de symelrie, neu? y inlroduirons aussi la 
quairtite ds: il sufBra poar cela de l'ecriie comme il suit 

/ dU äU \ 7 . . A 
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et d'obserTer qoe Ton a 

iiodx-\-Uidy = 
On obtiendra ainsi Peqiiation 

dU dU 

(29.) 



'U2di. 



/ dU äü\, . . / dU dU\, . 



+*^(*^Är:^*'*"5ur)^^^y = ®- 



10. Le ditermiaant U qui intervient dans toutes les formolea des 
n^ 7, 8, 9 a, ea chaque point de la sorface fi = 0, ane yalenr determinee 
et indöpendante da syteme de coordonnees rectangulaires que Ton emploie. 

En effet d'aprea r^quation (23.), si R et R' designent lea deux rayons 
de conrbure principaux pour le point consid6r^, on a 

(30.) u = - »'+;-+"'^' , 

expression dans laquelle le numerateur est la quatrieme puissance du panh- 
mitre diffirenHel du premier ordre de la ftmcHan-'de-'pamt u {Lami). 

Snpposons que la fonction u soit entiere et rationnelle en x, g, b ^ 
dn degri m, et rendons-la homogene par rintroduction d'nne variable I qn^oii 
fera plns tard ögale & 1 : le determinant U ponrra se transfonner (Briotdbi^ 
D6terminants p. 135) dans Texpression suivante 



ü « 





«te 


«»1 


•tat 


■w 


«10 


«II 


»R 


m— 1 




«u 


«hl 


«a 



t* 



(iir=i7 



Im 


•bi 


«dB 


«hs 


»u 


«»u 


«•o 


«h3 


«ho 


«hl 


«h> 


«hs 


«ho 


«hl 


«ht 


«hs 



dans laquelle le premier tenne disparatt ici, a cause de « = 0. D raste ixmc 
aimplement 

%o ^ %m ^B 



i 



(81.) V=jj^ 



«h» 


«u 


«hl 


«ho 


«hl 


«hl 


«ho 


«hl 


«hl 



«hj 

«hs 
«hs 



c*Ml A dire« A vn factear pris, le Jüwiiw de la foactioa 
oonfond aveo u poar f = 1. 
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11. Dans le cas particulier d'une surface du second ordre, le second 
membre de T^ation (31.) se reduitaune fonction des coef&cients de requation: 
donc pour une iurface du second ordre la quanlüi U a la mime f>aleur en 
ehaque pomt. 

Posons, pour abreger, 



la proprietö que nous venons d'enoncer s'ecrira, d'apres T^uation (30.), 

(32.) -^ = const. 

Mais Joachimsthal a reconna (t. 26 de ce Journal) que tout le long d'une 
ligne de courbure d^une surface du second ordre, on a, en designant par R 
celui des deux rayons de courbure qui se rapporte a la section principale 
tangente a cette ligne 

(330 X ^ ^^"^*' 
Des dquations (32.) et (33.) on conclut les deux suivantes 

h R 

(34.) -^ = consl. , -^ = const. 

La demiere formule exprime ce theoreme de M. 0. Bonnet (J. de TEcole 
Polytechnique, 32* cahier p. 143): 

Tout le long dune ligne de courbure d'une surface du second ordre, 
le rayon de courbure principal correspondant earie proportionnellement au 
cube de Fautre rayon principal; et de celui -ci resulte immediatement Tun de 
ceux qu'a donnes M. Bertrand (J. de lAoutille, tomeIX, p. 132): 

Si ton considdre sur une surface du second ordre un rectangle forme 
par quatre lignes de courbure, le produit des quatre rayons de courbure qui 
ripondent ä deux sommets opposes est igal au produit des quatre rayons qui 
ripondent aux deux autres sommets, et de plus on peut atec ces huit rayons 
former deux proportions. 

La formule ^ = const. exprime cet autre theoreme: 

Tout le long dune ligne de courbure d'une surface du second ordre, 
le rayon de courbure de la section principale normale ä cette ligne varie pro» 
porliom^llement au parametre h. 

Journal für Mathematik Bd.LXV. Heft 4. 43 
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Appliqoees au cas particulier des paraboloides, les formales -gf = const. ., 
-^ = const. demontrent ies deux proprietes snivantes : 

Eh un point quelconque d^une ligne de cattrbure d*un paraboloidej 
V le rayon de courbure de la section principale normale ä cette ligne a pour 
projection sur Faxe de la sur face une longueur constante; 2^ si ton projette 
sur Vaxe le rayon de courbure de la section principale tangente ä cette ligne^ 
quon projette ensuite cette projection sur le rayon de courbure^ et enfim cette 
noueelle projection sur Faxe, on obtiendra une longueur constante. 

Caen, 1866. 



335 



lieber die Transformation der Abehchen Functionen 

erster Ordnung, 

(Von Herrn Königtberger zu Greifswald.) 



§. 1 

JLf as Transformationsproblem für die ^6e/scben Fanctionen erster Ord- 
nung, mit dem ich mich in dieser Abhandlung beschäftige, lautet folgendermassen : 

Alle möglichen Fälle zu finden, in denen man dem System von Dif- 
ferentialgleichungen : 

\_xjx, x,dx, _ (y4-^y,)rfy. 1 Cy4-^y.)<<y. 

( (/Ä(a?,) ]/ä(x.) YRM l^«.Cy.) 

durch ein System von zwei algebraiscbeu Gleichungen zwischen den Variablen 
*i> ar», jf,, ffi 

(2.) /i(a?i,aJ2,ynffa)=0, AC«,,«?, fTi, y?) = 
genfigen kann, vorausgesetzt dass 

R{x) = x{i-x){i-c'x){i-rx){i~m^x), 

Äi(y) = y(i-y)(i-*V)(i-iV)Ci-/"'y) 

und Cy ly m, Xy l^ fi reell und <[ 1 angenommen werden, während a, ß, y^ d 
keiner Beschränkung unterworfen sind; oder anders ausgesprochen: 
Es sind zwei Gleichungssysteme 



und 



VRM A (y.) '' |/Ä:(y.) A (yO 



gegeben, es sollen alle möglichen Fälle gefunden werden, in denen zwischen 
dui^ dui^ du'i^ du'i lineare homogene Gleichungen von der Form: 

du'i = adui+ßdUi^ 
dui = ydui+ddui 

und zugleich zwischen X|, a^, yi, tfi zwei algebraische Gleichungen bestehen. 

43* 
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der Abdstkem FmeL tnUr Ord. 



XU BeBitsoBf ier Bexeicfcmof es tob Waeninn, die ich in diesem Journal 
Bd. M geuaer criialert habe, offnen tkk als Lösungen des Systems (4.) 
folgende: 



1 t-:<-f.x«-f.) _ ^(g..g',.y'..>y'... <.)» _■-//„ M. V 1 «^ 

wenn Ci. r, aüt «i, Si darch fie GleidiangeB yerbonden 

I «i = 2Äuei-t-2Änei, 
' ■' I«, = 2Ä'Me;+2Äae;. 
Die Grössen vi,, r^. t^ sind, wenn 

= «Au 2Jln 

geseilt wird, darch folgende Gleichnngen definirt: 



. . _ I \2iKn 2Kn 



vt^.^ 



.2tA'u 2A'„ 

, =lJ2*u 2«Äii 
'** »|2&'„ 2iir:. 



Tn = 



* ^- = T 



2t£^ 


2Ätt 


2IÜ& 


2£^ 


2ÄU 


2ijr; 


2Ä„ 


2tir4 



liO 



worin i« - ri, ist und ausserdem die Relation stattfindet: 
w«hr«»na die A' durch die Integrale bestimmt sind: 

U" /''iiu;r/ *"=-/7fe"' ^"V"^' ^"Vl^' 

\ , » 

... J* .<> .Ää.=-»A^^, <^»=*/-p=^=. <^«=</?=^^= 

\ ZI «« «« 
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nnd 

(11.) *Ä^l = •Ä^l » *'^ii'i = *Ä^l + ^^^2 • 

Aus der Annahme, dass x^ l, ft reell und <C 1 sein sollen, folgt unmittelbar, 
dass die so bestimmten Ku, .'. . Äu, . . . sämmtlich reell sind. 
Ebenso ergeben sich fOr das zweite System 



(12.) ' ^^^ ^^^ 



die Lösungen: 



A^+J^^ = ydu, + idu, 

}/«(».) ^.|^Ä(x.) 7 '-^ ^ 



/(^-^0(^--0 









V-(l-a;,)(l-a;,) ^ ^(t>.,«>.>T..>T.„T„), 

'— Ä'(l) ''^(«w't»*!!»*«!»*»»)! 



y- 



c'^m 



J 



(14.) 



worin £ und ^ constante Grössen, ferner 

und Cii, ... durch Integrale ähnlich den für das erste System aufgestellten 
bestimmt sind, in denen nur statt x, k, fi die Grössen c, l, m zu setzen sind. 
Die Bedingung dass zwischen Xi^ x^^ yi^ yz zwei algebraische Glei- 
chungen stattfinden sollen, geht, da sich diese Grössen durch 

o/(fii,fi2,x;i,^)„ a/(fii,ii2,x,i,^)5 

algebraisch ausdrücken lassen, darin Ober, dass auch zvnschen diesen vier 
Functionen zwei algebraische Gleichungen bestehen, die von der Form sein 
werden: 

F2(a/(iii ...X.. .)J, al(ui ...x.. .)l^ al{aui.. . c. . .)J, al{aui.. .c...)l) = 0. 



(15.) 



338 Königsberger, über die Transformation der Abelschen FuncL er$ier,:;(M. 

Nun ergeben sich aus den Transformationsformeln des § 2. meiner AbhandlQOg 
(Band 64 dieses Journals) unmittelbar folgende Gleichungen : 

(16.) aliu,+2Kn,fh+2K,,)l = al{u,,u^)l, aliu,+2Kn, fh+2K,,)l = a/(ti„ u^)U 
(17.) al{u,+2K,,,u,+2K,,)l = al{u,,u,)'U al{n,+2K,,, fh+2K^)l = 0/(11,, 112)3, 
(18.) al{u,+2iKi,fi,+2iK;,)l^al{u,,u,)l, al{u,+2iK;,,u,+2iKi,)l=^al(u,,u^)l, 
(19.) al{u,+2iK'n,u,+2iKi,)l = al{u,,fh)l, al{u,+2iKi,,u,+2iK;,)l = al{u,,u^)l. 
Da die Gleichungen (15.) für beliebige «1, «12 bestehen, so werden wir in 
der Substitution der Perioden ein Mittel haben, um die Werthe der CoefBcienten 
^9 ßy 7> ^ sowie die Relationen zwischen den Periodenintegralen herzuleiten; 
setzt man nämlich in ri5.) statt «ij, u^ der Reihe nach: 

/W| + 2mi Ä^U9 «2 + 2mi Ä2,, 

'' U+2m;iir;„ ti,+2ni;f/ir;, 

'iii4-2m;fÄ';2, ttj+2m;tÄi, 

so erhält man acht Gleichungen, welche die Relationen zwischen den in ein- 
ander zu transformirenden Systemen liefern werden. 

Aus den beiden algebraischen Gleichungen (2.) folgt nfimlich, dass 
einem bestimmten Werthepaare x^^ x^ im Allgemeinen eine endliche Anzahl 
von Werthepaaren y^ , 9, entspricht und umgekehrt. Ein bestimmtes Werthe- 
paar von yi, y^ liefert aber ein Werthepaar von: 

a/(iii,tt,,;f, ...)i, flr/(wi,«i2,x, ...)3, 
also darf diesen Grössen auch nur eine endliche Anzahl von Werthen 

a/(awi+/3w2+«^ . . . c, . . .)i, o/(atfi+/5tt2+f, . . . c^...\ 
entsprechen. Da aber aus jedem der durch die Substitutionen (20.) entstan- 
denen Gleichungssystome sich unendlich viele Werthepaare ergeben, so 
müssen sich die einzelnen Paare von einer bestimmten Grenze^an wiederholen 
und es müssen also die Gleichungen stattfinden: 

(21 ) \^^'<''^^'^i^'^^^^^'''^'^^^^ 

'^ f a/(awx+/?fi2+^+2ani Ä*u+2/?ni /f2i,ytti+Jtt2+t+2yn, Kn'V29n,K^,,c,l,m)\ 

und ähnlich gestaltete, die sich für die ^66/schen Functionen mit dem Index 
1 und 3 aus den in (20.) angegebenen Substitutionen ergeben. 

Da nun die Functionen al{u^^u^^ nur vier Perioden haben, so könnte 
man aus den Gleichungen (21.) unmittelbar die Relationen herleiten, sq denen 
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wir am Ende des folgenden Paragraphen gefQhrt werden; ich ziehe es jedoch 
Tor, hier eine rein algebraische Auflösungsnicthode zu geben, da dieselbe uns 
einige für die Theorie der i^-Functionen wichtige Formeln liefern wird. Fflgen 
wir also zu den Gleichungen (21.) und den dazu gehörigen noch die Ähnlich 
gebildeten fQr die ^6^/schen Functionen mit dem Index 13 hinzu, was, da die 
Argumente tfi, th beliebig sind, erlaubt ist, so würde, wenn: 

\ru, + du2+2)^m,Kn + 2dm,K2,+^ = 2C2it>;+2C„b; 



(22.) 
und 

(23.) 






au,+ßfh + 2an,Kn + 2ßn,Kn+B = 2Cn^, + 2Cnt2, 
rui+^fh+2rHiKn+2dn,K2^+i; = 2C,,)o,+2C,2^, 



gesetzt wird, unsere Aufgabe folgendermassen lauten: 

Es sollen die Werthe von t^i, Da als Functionen von t)|, lo, ausgedrückt 
gefunden werden, welche die drei Gleichungen befriedigen: 

Zur Lösung dieser Aufgabe schicke ich ein System von Additionsformeln 
voraus, das mir für die Behandlung verschiedener Fragen in der Theorie der 
^6^/schen Functionen als das bequemste erschienen ist. 

§. 2. 
Indem ich die im §. 3 meiner Abhandlung (Band 64) gebrauchten Be- 
zeichnungen festhalte, setze ich 

6| = 1, ej = 3, 
also 

r = (13)(13) = 5, fc = l, 3, 13, 

so dass, wenn <^ = 5 angenommen wird: 

y = 5, 1, 3, 13 ist. 
Die dort aufgestellten Gleichungen werden nun, wenn i^i =^ n^j = gesetzt und 
^(öi-i-t>„ bi+i),)« mit P„, ^(t>;-D|,ö;~t>2)« mit Q„, »(r>[,^)a mit /i„, 
"^(^19^)0 mit qa bezeichnet wird, folgendes System von Additionsformeln 
ergeben: 
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(25.) / 



/^?./*5 Qi = plql -\-plql +plql +pWn. 
^l'PoQo = _ plqi +p\^i-\-plqm+Paqi*, 

^5.Pi Qi = -pWi +pWs -plqU+PnqU 
»IP, ft = -pW, -\-pWt^+pl9i -pWty 

ffiP*Q* = pl9i-pWu-pWu+pWu^, 
^l-PoiQm = Pl^i-plql -hplqi^—puqk, 
^i-PmQm = -pWm+pWn-pWu+Puqi, 
^S'PmQm = /»6?OT-pl^4-plgS +Po^y 

^i'PmQot = -plqU+plgL+plga-pa^, 
Si . Pa Qa = p« gJi +pl g» +i»? 90« +pu g« , 

^l'PaQa = -P?g?j-P?gj +/»»?? +Pu5?» 

^ . ^14 Pl4 = PWU+P\ ^ -P» 9^2 -P« gj4 J 

^.Puön = i»65^j+pl5S4-/»3g? -/»«g!j, 
U.PmP34 = p\pU+pW^+pW* +p«??4. 

Die drei Gleichungen (34.) werden nun, wie aus der dritten, fanften 
und zwölften der eben aufgestellten Additionsformeln ersichtlich ist, in das 
folgende Gleichungssystem flbergehen: 

^(»l+t>i,toi+to2)i^(toi-ti,toi-to2)i =0, 
(26.) ^(l>;+toM*>;+»>a)5^(b;-öi,»i-to2)3 =0, 
^(*>i + toi,l>i+*>2)ij"^(*>i — t>i,*)i — toi)« = 0, 
oder vielmehr, es werden die gesuchten Werthe von toi, to^, wie ans (23.) 
und (33.) hervorgeht, die folgenden drei Gleichungen befriedigen mfissen: 

d(to;-to„to;-to,)i = 0, 
(27.) d(to;-to|,toi-to03 = 0, 

Es ist also die Frage darauf zuräckgefährt, die Werthe von Wi und to^ %u 
suchen, fflr welche die drei i9-- Functionen: 

& {tDi , »2)1 , ^ (»1 9 »2)3 9 * (wn ««^2)13 
zu gleicher Zeit Null werden. 

Zur Lösung dieser Aufgabe schicken wir folgenden Hfllfssalz voraus: 
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Weon ei, e, Werthe der Variablen sind, welche die drei Gleicbnngen 
biefriedigen: 

(28.) *(enei), = 0, ^(e.,«,), = 0, ^(«„«»^»O, 

80 mflssen nothwendig die Gleichungen bestehen: 

Zunächst ist unmittelbar ersichtlich, dass wenn ^(«i, «i),, ^(«i, «i),, ^(tii, «z)» 
fttr dieselben Werthe von Vt, n, verschwinden, nicht auch ^(«ii,«i)t fOr eben 
diese Werthe Null werden kann; denn nach der ersten Formel (25.) ist: 

^».^(»i+en«i+«j)»*(«i-eMt»,-ft), = 
*(«i,«»)J*(e„e,)J+*(«„ •,)?*(«„ ei)J-H>(i».,i.,)J*(e„e,)Hi^(iii,i.,)J,*(ei,ft)J,; 
wire nun zu gleicher Zeit: 

*(ci, et), = *(«!, «,), = ^(«1, ei), = *(«!, e,)u = 0, 
so mflsste auch <9(«i+ei,ti2+62)»^(»i— «n«!— ^)(^0 sein, was, da m^, «j 
beliebig shid, unmöglich ist 

Nun ist nach Formel (4.) (Bd. 64, p. 28 dieses Journals) : 

^,.*,.*(ii,+e„ii,+Cj)i*(«i-en«»-«»)« = ^(eM«2)5*(ei,^)»^(«i,«j)6*(«i,«2)» 
und nach Formel (1.) 

d5.^,.d(iii+ei,ii,+ej),*(iii-e„«,-ft), = ^(<j,,^),i&(ei, «,),*(«„ ti,)8d(i»„«»i)» 
oder durch Division, die erlaubt ist, weil, wie eben bewiesen, ^(e^ei)» 
nicht Null ist, 

/•20 -4 ^(*i+*i>««t+0, _ ^ ^(g..O, ^(.Vt> Ht\ 

^^'''^ *(•.+«„ «.+«.). ~ *. *(*.,o, *(«.,».).■ 

Ebenso folgt aus der elften und ersten Formel (Bd. 64, p. 28 dieses Journals) 

^on 'l ^(««i+».>«'.H-0.» _ «^i »»(«uOtt ^(«i.*i).t ■ 

und aus Verbindung von (29.) und (30.): 

,q| X 1»(«. + C.,«.+ 0„ _ _^ ^(*,,0.t ^(««.,«.).. 

welche Gleichung, wenn man die Substitution 2 auf sie anwendet (Bd. 64, 
p. 23 dieses Journals), übergeht in: 
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Njsn erhalt man aber aus (31.)) wenn man in derselben u^ = ^ey^ n^s^ei 
setzt, die Gleichung: 

SO dass (32.) flberg«ht in: 

Behandelt man ebenso die lii^- Functionen mit dem Index 23 and 2 durch jlie 
Substitution 2 und die ^-Functionen mit dem Index Ol und 03 durch. 4i^ 
Substitution Ol, so erhält man die beiden Gleichungen: 

Bevor wir zur Anwendung dieses Satses gehen, mfissen wir die Ent- 
wicklung des zweiten Differentialquotienten de^ Logarithmus der ^-Function 
in algebraische Functionen der ^-Quotienten voranschicken. 

Ich begnüge mich mit der Angabe des Resultats, indem ich nur be« 
merke, dass dasselbe ans dw ersten Gleichung (25.) durch Entwl^lung beider 
Seiten der Gleichung nach Potenzen von «i, «2 erhalten wird; die drei Re- 
lationen sind: 

^ /5*.V /^V /^V 



(85.) 
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Sind nun d^ e^ Werthe der Variablen^ welche die Gleichungen befriadigett: 

^(e,,ft)i = 0, *(ei, 62)5 = 0, 1» (€?n. 62)13 =«^0, 

und seti( jnaa in ilen Gleichungen (350 ^^U «n «^iH-^n ^tt ih, ^2+62, so 
erhält man mit Benutzung des in den Gleichungen (33. )? (34.) ausgesprochenen 
Hfilfssatses die Gleichungen: 

l du] 5i«J ' 

\ di«,.dii, dti,.äti, 

D^ Integration dieser Gleichungen liefert die Relation: 

(37.) *(t«,+e,, 112+62)5 = '6'"'^">+^^(ii|, 112)5 

wo py q, r Constanten sind. 

Seien nun e^^ 6^ zwei andere Werthe, für welche <^(tii, «3)1, <9^(tfn ^)9i 
^(fii,ti2)i) zu gleicher Zeit verseh winden, so erhält man ebenso: 

(38.) »iu,+e[,fh+^)s'^ 6^"'+^'*«+'^d(ti„fi2). 

wo, wie laicht zu sehen, zwischen den Grössen p, q, 6|, 62, jpV9^ ^i) ^ 
die Relation bestehen muss: 

(39.) p6;+flre;-fi'6|-^'62 ^ 2im, 

wenn $ eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. Durch Substitution ^^er vier 
Werthepaare 0, 1; 1, 0; Tj^, r^x; Tj,^ r^jt ergeben sich für 6|, atv folgende 
Ausdräcke : 



(e^ Ä l»*2 + «|T2i + ll2T22, 



in denen die Grössen m^^ m2, iii, m^, wie man sich durch Einsetzen in die 
zu befriedigenden Gleichungen fiberzeugt, beliebige gaaze Zahlen sind. Es 
sind also die Lösungen der Gleichung (27.) also auch die der Gleichung 
(24.) folgende 

*>| — ^ = ♦'11 +^11 «^11+^12 "»^12 9 

in denen fu, rja, $^^ s^ beliebige ganze Zahlen sind, oder nach (22.) 
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nad (23.): 

(41 ) (("»""») ("^"+''^") = C„(ru+#i,tru+«nT„)+Ca(ra+t„TM+*|,ii,), 
l(Wi-ii,)(yK„+<Jjr„) = C^(ru+*uTu+*«T„)+C^(r„+*MT«+»«t«). 

Aehnlich liefern die fibrigen Systeme (20.) die Gleicbangeo: 

l(m,-lla)(«Äi»+/9Jrn) = C„(rM+«M»u+«»'^B) + C„(ra+^lii+#a«a), 



(42.) 

UWj— n,)(yJr„+<yÄa) = C;u(rM+«MTu+»«Ttt)+CB(ra+^,Ti,+«„ta), 

ji(m;-«;)(«Ä;,+/j#ri) = Cu(K,+»;,Tu+#;,T„)+c„(r;,+*u*«+»«Ta), 
(«•) r.,_. _.w...r.^.jjf/^) ^ (i.(r;,+ti.T„+#;,T„)+ci,(r;,+^Ta+#;.Ta), 



ji(«;-«;)(aÄ;, 
|«(w;-tt;)(yÄ;. 



(i(wi-«i)(«if;+/?Ä;) = Cu(r;.+«i,Tu+^T„)+Ca(r;+^«i,+4*«), 
^ ^^ {••(w;-«;)(yÄi»+<^Jet) = fti(rM+4Tu+4T«)+CB(r;.+4t„+4Ta), 

wo die r mid ^beliebige fuue Zablen sind. 



% 3. 

Seilt man snr Abkflmuig 



(45.) 



I •h(ru+#iiTu+*ijT|,) = «u» «i (rö+»iiTM+»aTa) = •;,, a^-»; » ai^. 



to ergeben die Glelchangen (41.), (42.), (43.), (44.) folgende Renittfo: 

(46.) / Tm = Jg^, '*'«'*ti2^*'i»*it ^ 



^^j*» ^i^t "It^t 



Eönigshei'ger, Über iii$ TramfarmaHan der ÄheUcken Fund, enter Orä. 345 



(47.) 



•••t(*ll*tt *i»*«l) 



' •' - mm C«>.~«.)«it-(Pi-0«*«. 

©4 — Wi W9-2 ' ) 



•i 



Ml Ifl2 ' 



(o.-«.)"*.t+(gi-0».. 



eDdlich 

(48.) 
wo noch, wenn 

getetst werden, die ani der Gleichung r^ = r^ henrorgehenden Bedingungen 
hinininfBgen sind: 

(60.) I ^ (<».i<'l»-(>>rf) = 0, ^ (ff.,ol»-<»rtO'.i) = 0, 

• • « 

worin n eine beliebige ganze ^ahl beseichnet. 

Es ist nun noch nachzuweisen, dass die soeben für die algebraische 
Transformation aufgestellten nothwendigen Bedingungen auch die hinreichenden 
rind. Nach Bermite (sur la thöorie de la transformation des fonctions Aböliennes, 
comptes rendus, tomeXL, annöe 1855) ist nAmlich, wenn wir: 

setzen, der Quotient: 

rigebraisch durch die ^-Functionen des ursprOnglichen Systems ausdrtlckbar. 
Da nun 

^(lll|fll2tt>|, fl^iU$2^2^ ^i^'ll) ^1^^12 9 ^l^tn)m 

eine algebraische Function der i^- Functionen 
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und endlich 

algebraisch durch 

d'(lfti«i(fti^ miill2tt>29 lüimsdi^ fliitlhfi^^ ^iffhtn)ß 

ausdrflckbar ist, wie man leicht einsieht, wenn in die oben aufgestellten Zahlen- 
gleichungen 

gesetzt wird^ so folgt, dass die aufgestellten Transformationsbedingungen die 
nothwendigen und hinreichenden sind. — 

§ 4. 
Nachdem wir bis hierher die^ Moduln ^ der Abeisdken Integrale keiner 
Beschränkung unterworfen habiMi) machei^, wir nunmehr die Annahme, von 
der bereits am Anfange dicBcr Arbeil die Rede war, dass die. Jfoduln des 
urspranglichen Systems c, l, m sowie die Moduln des transformirten 8ystemp 
X, l, fA reell und <Cl sein sollen. 

Da unter dieser Annahme die Perioden K und üf' reell werden, so 
mOssen die r und r' rein imaginaire Grössen sein und man wird, wenn der 
reelle und imaginaire Theil i& der ersten der Gleichungen (46.) auf beiden 
Seiten einander gleich gesetzt wird, aus dieser einen Gleichung folgende zwei 
erhalten : 
l 

und 

It'u ^ 
»»;m; Ceiiftt-iPit^iM^ii^tt~^««^«tX^if^tt-*u»ti) 

Die Ähnlichen Ausdräcke fBr r^j, r,,, r^ ergeben sich fims (51.; und (58.), 
wenn man in den Zahlern dieser Ausdrücke 1) in den nicht gestrichenen 
Buchstaben ffir den ier^tetn Inde;^: 2 den Index 1 setzt (ml entgegengesetztem 
Zeichen), 2) in den gestrichenen Buchstaben für den ersten Index 1 dep 
Index 2 setzt, 3) in den gestrielienen Buchstaben Xür den ersten Index 1 
den Index 2, in den nicht gestrichenen für den ersten Index 2 d^ti laidex 1 
^etzt (mit entgegengesetztem Zeichen)» 
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Man erh&lt auf diese Webe 6 Gleichmigea ftwisdien den 6 GrAssen 
7u9 ^129 ^22 9 "^iiy ^12 9 1^22 9 BUS deneu sich bestimmte Werthe derselben, ausge- 
drückt durch die gansen Zahlen q und a, welche ilur die Bedingungsgleichungen 
(50.) zu befriedigen haben, ergeben wflrden. Damit wOrde jedoch das reelle 
lYansformationsproblem, wie wir es un^ oben vorgelegt, und in dem zwar c, 
ly m reell und <Cl9 im Uebrigen aber als beliebig gegeben vorausgesetzt wurden, 
nicht gelöst sein; eiB ist vielmehr dazu notbwendig^ dass, damit sich fbr r^, 
Ti2, T22 lieine bestimmten Werthe ergeben, drei dieser 6 Gleichungen identisch 
werden. Es mässen also die drei Gleichungen (51.) und di^ zwei ähnlich 
gebildeten, oder (52.) und die zwei zugehörigen identisch werden, weil je 
drei immer denselben Nenner haben und rii, Vi,, «^ sieh durch diese Glei- 
chungen aus T|i, T|,, Trt bestimmen sollen. 



S. 5. 

Wir ziehen nun den ersten Fall in Betracht, in welchem der Aus- 
dmbk (51.) und die zwei fihnllchen^ f&r r^^, t^, die wir hier jedoch nicht an- 
geben, identisch werden. 

Die nothwendigen Bedingungen dafBr sind offenbar folgende: 



if II PM — PU ^12 = 0, ) Oii <lj2— On dyi = 0, 

|i?2l(>22 — (hlfäö*^^^ JOjj<y« — <?U 022=0, 

^ P21P12— PiipM = 0, oii<;,2— <indi2 = 0, 

Qn^^ — QnOn — ffnOii—QiiOn = 0, 
<>ii<^2t-*(bi<'i2 = 0. 

DiiB Ühttosuohung dieser Gleichungen ergiebt, wenn man darauf achtet; 
das9 die drei andern Ausdrücke für r^, Tj,, t^ nicht identisch versdiwindi^n 
sollen, nur die beiden Fälle: 

(56.) ffn = pii = ßai = Pm = und a^ = a« = (iji = «^22 = 
oder 

(57.) 4>u = (fi2 = ^21 = P22 = und &n = o'i^ = <^n = 0^2 = 0. 
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Im ersten Falle erbilt man die Aasdrflcke: 

nnd die fibnlich gebildeten fOr tö, t,,, t«, ferner: 
wibrend die ^ and o' den Gleiebongen gendgen mfissen: 

)eii<^ii+e2i"2i = «> 

woraus leidit folgt, dass die Coefficienten too t^, Tu in den ZAhlern von 
1^119 ^229 ^22 bis auf das Zeiclien einander gleich werden. 

Die Mnltiplicatoren a, ß, y^ d sind durdi die Gleichungen gegeben 

nnd die Ahnlich gebildeten, woraus ersichtlich, dass in diesem Falle die Mul^ 
tipUeatarem reell eind. 

Im zweiten Falle (57.)9 erhalten wir für die transformirten Moduln div 
AusdrQcke 

und die Ähnlich gebildeten; die Argumente der transformirten t^- Functionen 
haben die Form: 



(62) ( («..«..-«itff.iX'i.'i.-'it»«) 

y' - ,n j^ -(«'i-«iXtf.i>«i+tf.,y,.)+(gt-0(g..y..+g.«».t) 

wibrend die Zablen ^' und a die Gleiebongen befriedigen mfissen: 
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(63.) 



(f'nOn + QrtOii = 0, 

Auch hier sind die Coefficienten von T|2, t,! bis auf das Zeichen einander gleich. 
Die Multiplicatoren a, ß, y, cT sind durch die Gleichung bestimmt: 



a = 



und die ähnlichen, woraus hervorgeht, dass in diesem Falle die Multiplicatoren 
rein imaginär sind. Wenn also die Gleichung (51.) und die zwei Ähnlich 
gebildeten identisch werden, so finden wir zwei verschiedene Arten von Trans- 
formationen, deren wesentlicher Unterschied darin besteht, dass in dem einen 
Falle die Multiplicatoren reell, im andern rein imaginär sind. 



§.6. 
Eine genauere Untersuchung erfordert die Annahme, dass die Glei- 
chung (53.) mit ihren zwei Ahnlich gebildeten identisch werde, oder dass: 

P22<yil— (>12^21 = 0, 

\9vt(y'i2 — 9l2<^22 + 9ll<^2l'-p2lO'n = 0, 

Pll<^22 — P21<yi2 = 0, 

Pn^ii — Pw^^ii = 0, 

'Pl2<^i2 — ei2<y|2 + (>U^ll— Pllt^U = 0, 

Qn0^22--9n<f22 + 9n(^2i—(f2i(^2i == 0, 
Pia^'ii — (>22<^n = 0, 

;(>12<Cyi2 — (>22^12 + e2l<^U — Pll^2i = 0, 

e2i<fi2 — pn^ii = 0, 

|(>llP22 — (>2l(>l2 = 0, 

Joarnal fBr Mathematik Bd.LXV. Heft 4. 45 



(65.) 



(66.) 



(67.) 



(68.) 



(69.) 
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Aus den beiden ersten Gleichungen von (65.) und (66.) geht hervor, dass 

entweder (Tii = und Qi2 = oder (>22<^ji— ^12^21 = ist, 
ferner aus den beiden letzten Gleichungen von (65.) und (66.), dass 

entweder a'i2 = und pu = oder (>ii(T22— p2i<^i2 = ist. 
Da nun nicht zu gleicher Zeit a'n=0^ ^«=0, (>u = 0, q'i2 = sein kann, weil 
dann der Zahler von t^ in (51.) identisch Null würde, so können, wie ausi 
den beiden anderen Bedingungen hervorgeht, in den Nennern der Ausdrücke 
von TJi, t'u, T'72 nicht t,i und T22 zu gleicher Zeil vorkommen. Es möge 
nun r22 herausfallen, so dass die Bedingungen gelten: 

(70.) aa = 0, (>i2 = 0, (>ll(T22 — p2l<^12 = 0. 

Die zweiten Gleichungen von (65.) und (66.) gehen dann über in: 

(f220l2 + (f'n02l = 0, 

9i2^'i2+(f'nOn = 0, 
woraus 

entweder pu = und ^^2 = oder 922^11— (>i2<y2i = folgt, 

und da die ersten Bedingungen den Zähler von x'n zu Null machen würden, 
so bleibt nur 

(71.) P22 ^11- 912^21 = 0, 

mit anderen Worten, es verschwindet auch tu aus dem Nenner von (51.). 
Da nun nach (69.) 

P22P1I — (>12p21 = 0, 

so folgt wieder 

(72.) entweder (>22 = und Qi2 = oder cr|j(>2i— (>h(T2i = 0, 
d. h. es fällt entweder T|2 oder T21 aus dem Nenner heraus. 

Da aber auch 022011—012021 = sein soll, so ergiebt sich 

(73.) entweder 0^ = und <y2i = oder (>22^i2^pi2<^22 = 0, 

woraus in Verbindung mit (72.) nothwendig folgt, dass: 

(74.) entweder a^ = 0, ^21 = 0, 

(75.) oder (>i2 = 0, (>22 = 0. 

Es würden sich also zwei Fälle ergeben, welche durch folgende Bedingungs- 
gleichungen bestimmt sind: 



o'n = 0, pli = 0, 
I- l 9n O72 — P21 On = 0, IL 

Oii = 0, O21 = 0, 



o\i = 0, pla = 0, 

(>11^22 — P21^12 = 0, 
l Pli = 0, ^22= 0. 



Königsberger, über die Transformation der Abelschen Fund, erster Ord. 351 
Fär die erste dieser beiden Annahmen folgt aus (50.): 

also entweder 

021 = oder a^ = P22 = 0. 
Da aber die letzte Annahme den Zähler in (51.) zu Null machen würde, so 
muss (Tii=0 sein. Nun ist ferner nach den zweiten Gleichungen (65.) und (66.) 

P22^l2 = 0, (>12^i2=0, 

woraus ähnlich wie oben ai, = folgt. 

Benutzen wir endlich die dritten Gleichungen in (65.) und (66.), so 
ergeben sich die Bedingungen: 

pn 022 = 0, (>u<yi2 = 0, 
welche, da 0^2 = und 022 = wegen des Verschwindens des Nenners un- 
statthaft ist, in Qu = abergehen. 

Genau in derselben Weise würden sich in dem Falle II. noch die Be- 
dingungen hinzufügen lassen: 

922 = 0, pii = 0, ai2 = 0. 
Stellt man die erhaltenen Bedingungen in jedem dieser beiden Fälle für sich 
zusammen, so sieht man, dass sie, da der Zähler von (51.) verschwindet, un- 
vereinbar sind; es ist also unmöglich für den Fall, dass T22 aus dem Nenner 
herausfällt, die in den Gleichungen (65.) bis (69.) gestellten Bedingungen zu 
befriedigen. Zu demselben Resultate gelangt man auch bei der Annahme, 
dass Tu aus dem Nenner verschwindet, d. h. dass die Bedingungen gelten: 
0^2 = 0, pii=.0, P22<yii— pi2^2i = 0. Nimmt mau endlich den letzten noch 
möglichen Fall, dass die beiden Gleichungen stattfinden: 

P22 ^11 ~- P12 ^21 = und Pii 022 "" P21 ^17 = 0, 

so gelangt man genau auf demselben Wege zur Ueberzeugung, dass die Be- 
dingungen (64.) bis (69.) nicht befriedigt werden können. 

Es ist somit nachgewiesen, dass die Ausdrücke (52.) und die beiden 
ähnlich gebildeten nicht identisch verschwinden können, ohne auch die Aus- 
drücke (51.) unbestimmt zu machen, ein Resultat, das von dem in der Theorie 
der elliptischen Functionen bestehenden abweicht, für welche Abel bekanntlich 
bewiesen hat, dass sich der den Gleichungen (52.) entsprechende Ausdruck 
identisch Null machen lässt, ohne den der Gleichung (51.) analogen ver- 
schwinden zu lassen, in welchem Falle sich eine Transformation der ellipti- 
schen Functionen mit rein imaginärem Muliiplicator ergiebt. 
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I 
Es sind also die beiden angegebenen Fälle die einzigen, in welchen eine 
algebraische Transformation existirt, welche ein ^6e/sches System mit den be- 
liebig gegebenen Grössen c, /, m, die nur reell und < 1 sein müssen, auf ein 
ähnliches System zurfickfQhrt. Sind jedoch nicht drei Gleichungen der Systeme 
(51.) und (52.) identisch, sondern eine geringere Anzahl, was natfirlich nie 
bei zwei Gleichungen aus verschiedenen Systemen stattfinden kann, so können 
noch andere Transformationen als die oben angegebenen existiren, wobei je- 
doch zu bemerken ist, dass dann das gegebene System kein willkärliches 
mehr ist, sondern die Moduln Th, Tij, T22 oder auch c, /, m gewissen Bedin- 
gungen unterliegen werden. Sind nämlich zwei Gleichungen des Systems (51.) 
identisch, so werden die r der Bedingung genügen müssen, dass t^i.toj— rj., 
eine rationale Zahl ist, während, wenn zwei Gleichungen des Systems (52.) 
identisch Null werden, eine ganzzahlige Relation unter den t des gegebenen 
Systems von der Form At^^-{'Bt 1^+0x^2^0 bestehen muss; in beiden Fällen 
können noch algebraische Transformationen existiren, die im Allgemeinen com- 
plexe Multiplicatoren liefern werden. Ist nur eine Gleichung der beiden 
Systeme identisch, so wird für das erste System die frühere Bedingung be- 
stehen bleiben, für das zweite noch die Bedingung hinzutreten, dass die Quo- 
tienten der T im Allgemeinen rationale Zahlen sein müssen. Bestehen endlich 
alle 6 Gleichungen (51.), (52.) zu gleicher Zeit, so erhält man für die Mo- 
duln Tii, Ti2, T22 Zahlenformen, die noch eine unendliche Reihe von Werthen 
für dieselben zulassen, deren Untersuchung jedoch in dem allgemeinen Falle 
der Transformation kein hervorragendes Interesse hat. 



§.7. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall des allgemeinen Transformations- 
problems, in dem man voraussetzt, dass c, l, tn, x, l, fi respective einander 
gleich sein sollen, mit anderen Worten die Lösung der Aufgabe, alle mög- 
lichen Fälle zu finden, in denen das System von Differentialgleichungen: 



(76.) 



<to. I <tot _ (_a + fly,)dp, , (a + /gy.)rfy. 



]/ä(«.) ^ 1/ä(^ i/äöö l^ÄÖÖ ' 

g.<te, , a;,<fa, _ (y+^y.)rfy. j (y+^y.)<^. 



Vä^ |/ä^ |/Ä(y,) i/Ä(y.) 
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algebraisch integrirbar ist, wenn 

und c, /, m reell und < 1 sind. Es ist dies der Fall der Multiplication. — 
Was vor allen Dingen die fär die Multiplication nothwendigen Bedin- 
gungen betrifft, so sieht man leicht, dass die Gleichungen (41.) bis (44.) be- 
stehen bleiben, mit der einen Veränderung, dass wegen der Gleichheit der c, l^ m, 
und x^ l^ fi an Stelle der K und K* die C und C gesetzt werden. Es werden 
also mit dieser Veränderung auch die Ausdrücke für die Multiplicatoren a, ß^ 
y, d (47.), so wie die Werthe der neuen Argumente der ö^- Functionen (48.) 
dieselben bleiben, während mit Beibehaltung der oben definirten Zahlen m, n 
die Gleichungen (46.), in denen Tn = Tn, Ti2 = Ti2, %22 — r22 zu setzen ist, 
durch Zerlegung in den reellen und imaginären Theil die folgenden Relationen 
zwischen Th, t^j, T22 liefern: 

^11 = 
' m,m, (e,,tf; . -e; ,0,,x . +(gtt< ,-g; »^^nX t-^^Ce» , Ou-ett^'i .Xi <e\ ><y««-fti o\ O^«, 

und die ähnlich gebildeten für r^, Tji, T229 welche man durch Vertauschung 
der Indices in den (>^ o, (>' a' auf die am Ende des §. 4 angegebene Weise 
erhält. Die oben in den Gleichungen (50.) gefundenen Bedingungen endlich 
mfissen fflrs Erste durch folgende zwei Gleichungen ersetzt werden, welche 
man durch die Relation T12 = Tji und Absonderung des reellen und imaginären 
Theils erhält: 

(78.) I ((>12<yn~(>l2^n+922<^21— (>22^2l)^Il+((>12^i2~-pl2^l2+(>22^22~P^ 

Soll nun die Multiplication fflr beliebig gewählte c^ l, m also auch Tj^, Tj^2^ 
T22 stattfinden, nur mit der Beschränkung, dass c, l, m reell und <:1 sind, 
so mäsen die 6 Gleichungen, welche durch (77.) und die 4 ähnlich gebildeten 
dargestellt werden, identisch sein, in welchem Falle die folgenden Bedin- 
gungen erfüllt sein müssen: 



356 Königsberger, über die Transformalion der Abelschen Fund, erster Ord. 

Was die Bestimmung der Werthe der Multiplicatoren a, /3, y, cJ in 
diesem Falle betrifft, so ergeben die Formeln (60.) und die dr/ei ähnlich ge- 
bildeten: 



— -Ai_ R^(\ «/ — n /^^ P« 






»tjlltj ' 



oder da 



wenn 



p,, = i/^!^, also -£ti- = y ^-^ = -/L^, 



gesetzt wird, die Werthe: 



a = 



— ' /^ = 0' ^ = 0' <^ = =7^. 



rnjUi, ' ' ' m,m. 



wobei hervorzuheben ist, dass a und ö einander gleich und rationale Zal^n sind. 
Wir haben nun noch den zweiten Fall zu untersuchen, in welchem die 
Gleichungen gelten: 

Pn = Pi2 = p2i = p22 = 0, (Tii = aia = oii = 0^22 = 0, 

und der, wie wir wissen, eine algebraische Transformation für beliebig an- 
genommene Cj ly m (reell und < 1) mit imaginären Multiplicatoren lieferte. 
Man überzeugt sich jedoch leicht, dass hier die fär die Multiplication noth- 
wendigen Bedingungsgleichungen (80.), (81.) nicht erfüllt werden können. 
Maa erhält nämlich mit Benutzung von (63.): 

pii ^22 = 0, pM On = 0, pia ^21 = 0, 

Pl2 Qu = 0, pii 0^2 = 0, pii Ori = 0, 

eii^i2 = 0, Pm^2i = 0, 

welche den letzten beiden Gleichungen von (63.) widersprechen. 

Von den beiden möglichen Fällen liefert also nur der erste für be- 
liebige c, ly m eine Lösung des Multiplicationsproblems und wir gelangen so- 
mit zu einem dem ^6e/schen Satze in der Theorie der elliptischen Trans- 
cendenten analogen Theorem: 

Das System von Diff^erentialgleichungen: 



fR(^) fRö^ yÄ(Jö l^Ä(y.) 

VäÖö y«^ /Ä(yJ ]^Ä(y.) 
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in welchem 

und die Grössen c, l^ m reell, <C\^ aber sonst beliebig voransgeselzt werden, 
ist dann und nur dann algebraisch lösbar, wenn ß und / = 0, o = rT rationale 
Zahlen sind, oder wenn das System die Gestalt annimmt: 

Wenn jedoch die Moduln t,i, t,^, t„ gewissen Bedingungen genOgen, 
so ist nicht nur eine solche reelle und rationale Mulliplication möglich, sondern 
es kann dann auch eine complexe Mulliplication stattfinden. Wir behalten uns 
eine genaue Untersuchung der verschiedenen Ffille, in denen nicht alle sechs 
Gleichungen (77.) identisch werden, für eine andere Gelegenheit vor und 
wollen hier nur noch mit wenigen Worten den Fall berflhren, der uns zwar 
eine allgemeine Transformation mit rein imaginären Multiplicatoren lieferte, 
die Bedingungen der Multiplication jedoch fflr beliebige Tn, Ti,, Tj^ nicht be- 
friedigen konnte. Die für diesen Fall gültigen Gleichungen: 

(fn = (fn = (f7i = pM = ^11 = ^12 = öii = ai, = 
machen die erste der Gleichungen (77.) und die beiden zugehörigen für t„, 
T22 identisch, und es werden also die zweite der Gleichungen (77.) und die 
analogen die Bedingungen liefern, denen die r^^ T|2, t,? genügen müssen, 
damit die Transformation in eine Multiplication übergeht. 

Nun gelten für die Transformation eines ^6e/schen Systems mit reellen 
Moduln in ein eben solches ausser den oben angegebenen Ausdrücken (51.) 
und (52.) noch die beiden folgenden: 



Tji • T22 — T|2 . T21 — 



/«v?t.y (e'.,g'„-g;.e'.,)+(g',.g'„-g',.g'.JC'My„-y.,y..) 

* t II 



9 



und man sieht leicht, dass in dem hier betrachteten Falle sich die Grösse 
^11 '^n -'^12^21 dls Quadratwurzel aus einer rationalen Zahl darstellt. Betrachtet 
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«B GocteBfOi Sl.^, deaeB dfe r genOgen mfissen, und 

r^r^^T^T, «MB Wcftfc = ^'5 wg Mg'«»"^g.«g'». einge- 

Br vci jkfc fie gnxuUigen Werthö der g' 
m m 4ca Gkidnagen (63.) ausgesprochenen 
icfc Ifer die Q«otieBten der t Zahlen von der 
i k' rrtiBilf Zahlen sind, woraus wiedemm 




|a-r|W hervorgehen , in denen m 

kfc ffege Boch die Bemerkung hinsu, dass 

ad, und wir also auf diese 

eribalten haben, in welchem 
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Die Geometrie auf den FlAchen dritter Ordnung. 

(Von Herrn Ä. CUbtch zn Giessen.) 



Abbildung der Fl&cbe dritter Ordnung anf der Ebene. 
JLrie bekannte Thatsache, dass die allgemeinste Fläche dritter Ord^ 
nung der Ort des Durchschnitts dreier projectivischen Ebenenbflndel ist*), fahrt 
auf eine Abbildung der Flächen dritter Ordnung auf einer Ebene, welche 
Herrn Chaslei^ Abbildung des Hyperboloids ganz analog ist. Sind Xy X^ fi 
Parameter, a^ a', cl\ b, . . . lineare Ausdrflcke in den Raumcoordinaten Xi, 
x^^ Xj^ d?4, so sind die Gleichungen allgemeiner projectivischer Ebenenbflndel: 

ixa +Jib +/IC = 0, 
xa'+lb' +HC = 0, 
xa" + Xb"+/ic" = 0. 

Eliminirt man hieraus x, l, fi, so erhält man die Gleichung der Fläche dritter 
Ordnung: 

S±ab'c'' = 0; 

man kann aber statt dessen aus den Gleichungen (1.) die Verhältnisse der x 
als Functionen von x, X^ fi ausdrflcken, und findet 

wo Q ein unbestimmter Factor ist, und die Functionen f homogene Functionen 
dritter Ordnung sind. Betrachten wir nun x, l, fi als Coordinaten eines 
Punktes einer Ebene, so entspricht jedem Punkte der Ebene ein Punkt des 
Raums und umgekehrt; und zwar tritt letzteres ausnahmslos ein, während fär 
ersteres einzelne Ausnahmen stattfinden. In der That nämlich geben die Glei- 
chungen (1.) nur dann bestimmte Verhältnisse der x^ wenn von denselben 
nicht eine eine Folge der anderen wird. Setzen wir 

a = öia?i+Ö2^+Äja5j+Ä4a?4 

und ähnlich bei den anderen linearen Ausdrflcken, so werden die Gleichun- 



'^) Vgl. hierüber Schröter, Bd. 62; p. 265 dieses Journals. 
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gen (1.) nach den x geordnet: 

:S{xai +^bi +/^Ci)Xi = 0, 
2{xa:+kb[+fic',)x, = 0, 
2(x(^+kK+fic^)x, = 0, 

und fOr diese Ausnahmswerlhe von x, X, jll^ fflr welche keine bestimmten 
Werthe der x erhalten werden, mQssen die ans dem nnvoUstfindigem System 

xai +Xbi +iLiCi xa2 +^62 +.'^^2 xoj +^63 +i"^ xa^ + Xb^ +/^c^ 
xa'i -{-Xbi +fic'i xdi +A6i +iWci xd^ +^^3 +/^C3 ^»i + i^i+juci 

xdi^wi^iici xa;+AA;'+/'c;' xdi^wi^-iAiii xdi+ib';+f.ic; 

gebildeten Unterdeterminanten gleichzeitig verschwinden. Diese sind nichts 
anderes als die Functionen f^ selbst; es müssen also ffir solche Werthe die 
Gleichungen 

A = o, /i = o, /s = o, /; = o 

zusammenbeslehen. Nun schneiden sich die Curven /i = 0, f^^O \n neun 
Punkten x^ l^ ^i, und für dieselben ist, da die Functionen f^ statt der x in 
(1.) gesetzt, diese Gleichungen identisch erfflUen: 

(^o; +xv, +/ic; )/3 4-(^ö; +^6; +^^0;)/; = 0, 
{xd;+xVi+tidi)f,^{xdi'V^h':^'^ici)r, = 0. 

Es ist also entweder auch /"j^O, ^ = 0, oder 

«1/3 +«4A 63/J +64A cj/i +C4/« 

= €i,r, +a;A 6;/3 +6;a «^r, +c;a 
fli'/i+ai'A 6;'A+&;/; c;'a+c;a 

Die Gleichung ist cubisch für y-, und giebt also drei Schnittpunkte von A^O, 

^ = 0, für welche nicht auch /3 = 0, A = 09 während für die übrigen sechs 
Schniltpunkte alle Functionen f gleichzeitig verschwinden. 

Die hier z^u betrachtenden Functionen f sind also dadurch charakterisiri, 
dass die Cumen /< = sechs^ Schnittpunkte gemeinsam haben. Ich werde 
zeigen, dass diese Bedingung hinreicht, um auf die Gleichungen (1.) immer 
zurückzuführen. Man kann, wenn eine Gerade 

Ai = xai+kbi+inci = 

gegeben ist, immer drei andere Geraden, und zwar nur auf eine Art, so be- 
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stimmen, dass 

(3.) ^,A + ^2/i+^/3 + AA = 0. 
Die beiden Curven vierter Ordnung nämlich: 

von denen die erste vollslfindig gegeben ist, haben erstlich die sechs Punkte 
gemein, in welchen die vier Curven f^ sich schneiden. Die zweite Curve 
aber enthält noch acht Constanten, die man so bestimmen kann, dass beide 
Curven acht beliebig gewählte weitere Punkte gemein haben. Beide Curven 
haben also vierzehn Punkte gemein, und müssen daher ganz abereinstimmen. 
Die Functionen A sind dadurch bis auf einen Factor bestimmt, und dieser 
endlich lässt sich so einrichten, dass die Gleichung (3.) eine identische wird. 

Nimmt man zwei andere Gerade i?i = 0, Ci==0, so kann man zwei 
ähnliche Identitäten aufstellen: 

Jede vierte Gleichung analoger Natur muss sich aus diesen zusammensetzen, 
da jede vierte Gerade sich aus ^i, i?i, Ci linear zusammensetzt. Schreibt 
man aber in (3.), (4.) wieder Xi statt /^ so hat man die Gleichungen (1.) 
wiederum vor sich. 

Jedem Punkt der Ebene entspricht also im Allgemeinen ein Punkt der 
Fläche und umgekehrt ; ausgenommen sind davon nur sechs Punkte der Ebene, 
denen nicht Punkte der Fläche entsprechen, sondern Gerade, indem fOr die 
entsprechenden Werthe x^ k^ fi sich die Gleichungen (1.) auf nur zwei 
reduciren. 

Die sechs Geraden der Fläche, welche hier fundamental auftreten, (die- 
selben, welche Herr Schröter 1. c. zunächst nachweist) bilden die eine Hälfte einer 
Schläfflisclien Doppelsechs; und da jede Abbildung der Fläche nach dem hier 
angegebenen Princip auf ein solches System von Geraden basirt, so giebt es 
im Ganzen 72 verschiedene Arten die Fläche so abzubilden, deren zwei con- 
jugirt sind, indem ihre Fundamentalgeraden zusammen eine Doppelsechs bilden. 

§2. 

Gegenseitiges Entsprechen von ebenen Curven und Raumcurveu. 

Untersuchen wir nun die ebenen Curven, welche gegebenen Raum- 
curveu entsprechen, und umgekehrt. 
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Der vollslfiodige Durchschnitt der Fläche dritter Ordnung mit einer 
Fläche »'"^ Ordnung ist eine Ranmcurve 3fi'^' Ordnung. Da wir nun durch die 
Gleichungen (2.) die Fläche dritter Ordnung ersetzen, so erhalten wir, wenn 

y = 

die Gl^chung der Fläche n^^' Ordnung ist, die Punhte der Schniltcurve, sobald 
wir irf (p fBr die x die Functionen / einsetzen. Die Gleichung (p=^0 geht 
dadurch iu die Gleichung der derRaumcurve entsprechenden ebenen Curve Ober: 

welche ebenfalls von der 3»*'^" Ordnung ist. Die sechs Werthsysteme , fflr 
welche alle f verschwinden, machen <p zu Null in der n^*"" Ordnung; die 
sechs Fundamentalpunkte der Ebene sind also »fache Funkle der Ebene, den 
n Punkten entsprechend, in denen die Fläche ^=^0 von der betreffenden 
Fundamentalgeraden getroffen wird. Man hat also den Satz: 

Die Abbildung des Durchschnitts der Fläche dritter Ordnung mit einer 
Fläche v!'"" Ordnung ist eine Curte Sn^""" Ordnung y welche in jedem der sechs 
Fundamentalpunkte einen n fachen Punkt besitzt. 

So entspricht also dem ebenen Schnitt der Fläche dritter Ordnung eine 
Curve dritter Ordnung, welche durch die sechs Fnndamentalpunkte geht; dem 
Schnitt der Fläche mit einer Fläche zweiler Ordnung eine Curve sechster 
Ordnung, welche die sechs Punkte zu Doppelpunkten hat, dem Schnitt der 
Fläche mit einer anderen Fläche dritter Ordnung eine Curve neunter Ordnung, 
welche die sechs Punkte zu dreifachen Punkten hat, u. s. w. 

Untersuchen wir nun aber, welche Raumcurve einer beliebigen Cnrve 
1»*^' Ordnung in der Ebene entspricht. Diese Curve der Ebene mag ausser- 
halb der sechs Fundamentalpunkte d Doppelpunkte und r Rflckkehrpunkte be- 
sitzen; die sechs Punkte selbst seien bezüglich «i, a^, ... anfache Punkte der 
ebenen Curve; wobei nur der Einfachheit wegen vorausgesetzt werden mag, 
dass die Tangenten der Zweige eines solchen vielfachen Punktes sämmtlich 
verschieden seien. 

Die Ordnuqg N der entsprechenden Raumcurve ist die Zahl ihrer 
Durchschnittspunkte mit einer Ebene, oder mit der ebenen Curve dritter Ord- 
nung, in welcher eine Ebene die Fläche dritter Ordnung schneidet. Diesen 
entsprechen die Schnittpunkte ihres Bildes mit einer durch die sechs Pun- 
damenlalpunkte gehenden Cnrve dritter Ordnung; aber dabei sind die Schnitt- 
punkte auszuscbliessen, welche in die sechs Punkte selbst fallen, da diese 
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keine Schnittpunkte anzeigen, sondern sich nur auf die Begegnung der beiden 
Raumcurven mit den sechs Fundamenlalgeraden beziehen. 

Die Anzahl sAmmtlicher Schnittpunkte der beiden ebenen Cnrven ist 
Sn; daher nach Abzug der in die sechs Punkte fallenden Schnittpunkte: 

(5.) N = 3n-:SCi. 

Die Anzahl von Tangentenebenen, welche von einer Geraden im Raum 
an die Curve geführt werden können (Rang R)^ kann man auf folgende Weise 
bestimmen. Denken wir uns eine beliebige Gerade, welche die Fläche dritter 
Ordnung in drei Punkten schneidet. Das durch sie gelegte EbenenbOschel 
schneidet die Fläche in Curven dritter Ordnung, welche jene drei Punkte 
gemeinsam haben. Diesem System entspricht in der Ebene ein Bflschel von 
Curven dritter Ordnung, welche ausser den sechs Fundamentalpunkten noch 
drei andere Punkte gemeinsam haben. Die Frage nach der Anzahl von 
Ebenen des Bfischels, welche die Raumcurve berfihren, kommt also zurflck 
auf die Frage nach der Anzahl von Curven des ebenen Bfischels, welche die 
gegebene Curve n*''' Ordnung berühren. Sind also, um diese Zahl zu be- 
stimmen, ff = 0, v=zO zwei Curven des Bfischels, also 

u+Xf> = ' 

ein Bfischel von Curven dritter Ordnung, welcher durch die sechs Fundamental- 
punkte geht, so kommt es darauf an, die Zahl der Werthe von X zu finden, 
für welche die Curven ii+ie = 0, /'=0 einander berfihren. Nun liegen (vgl. 
Bd. 64, p. 215folgg. dieses Journals) die Berfihrungspunkte dann im Durch- 
schnitt von /*=0 mit der Jacobischen Curve von u, f>y f^ und die Anzahl 
möglicher Berfihrungspunkte wäre demnach »(»+3). Aber man beweist ähn- 
lich, wie dies a. a. 0. ffir gemeinsame Doppelpunkte beider Curven ge- 
schehen ist, den Satz: 

Sind if = 0, e = utoei Cun^en gleicher Ordnung, und ist 0=^0 die 
Jacobische Curte f)on ii = 0, © = 0, /*=0; gehen endlich « = 0, e = 
durch einen r fachen Punkt von /'=0, so hat auch = daselbst einen 
r fachen Punkt, und die r Tangenten von = fallen mit den r Tan^ 
genten von /*= einzeln zusammen. 

Mithin absorbirt jeder r fache Punkt von f=0 r(r+l) Schnittpunkte 
von /'=0, = 0, weil jeder der r Zweige von die r Zweige von f 
schneidet und einen derselben berfihrt. Die von den sechs Fundamental- 
punkten herrfihrende Erniedrigung der obigen Zahl ist daher ^««(a^+l). 
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Nehmen wir hinzu, dass wie bei dem Tangentenproblem jede dnrch 
einen weitem Doppelpunkt gelegte Curve des Bfischels als eine doppelte, 
jede durch einen ROckkehrpunkt gelegte als dreifache uneigentliche Lösung 
des Problems anzusehen ist, so findet man: 

(6.) ß = ii(ii+3)-2rf-3^--ra,(a,+l). 

Als dritte Bestimmung kann man den Umstand benutzen, dass die Klassenzahl 
p der zugehörigen ^6e/schen Functionen fflr die ebene und für die Raum- 
curve den gleichen Werth hat. Diese Zahl ist, ausgedrackt durch die Sin- 
gularitSten der ebenen Curve: 

it— 1.»—2 . 
p = ^ d^r. 

Mit HAire von Sabnons Gleichungen (Geometry of three dimensions p. 236, 
237) und der Gleichungen, welche ich Bd. 64 dieses Journals p. 99 gegeben 
habe, findet man folgende weitere Bestimmungen: 

Die Zahl der Schmiegungsebenen, welche von einem Punkt des 
Raumes an die Raumcurve gezogen werden können, (Klasse der Raumcunre): 

(7.) K = Sn'-6d-'&r^3:Sal 

Die Anzahl von Punkten der Raumcurve, in welchen vier nflchste Tangenten- 
ebenen sich treffen, (stationflre Punkte): 

(8.) ß = r. 

Die Anzahl der Wendungsberahrebenen : 

(9.) A = 6ii(ii-l)-12d-15r-2JS-a,(3a,^l). 

Die abrigen Singularitfiten setzt man nach Salmons Gleichungen mit Hülfe 
dieser leicht zusammen; sie nehmen weniger einfache Ausdrflcke an. 

Aus den Gleichungen (5.) — (9.) kann man nun auch umgekehrL» wenn 
die Zahlen N, R, B und die a bekannt sind, die SingularitSten der ebenen 
Curve bestimmen. Insbesondere findet man: 

^ ~ 3 ' 

woraus der Satz folgt: 

Jede auf der Fläche dritter Ordnung liegende Ramnemve eehmeidet 
jede Hälfte einer Doppelsechs so^ dass die Zahl dieser Schmttpunkle, um tHe 
Ordnung der Curee eermehrty durch 3 theUbar ist. 

Wenn man in den obigen Formeln 3» statt n und alle a gleich m 



Clebsch, die Geameine auf den Flädlm driiier Ordming. 365 

8etzU m findet man 

N = 3», 

K = 9»^-.6rf-8r, 

A = 6ii(3ii-l)- 12rf-15r, 

Formeln, wie sie fär den Durchschnitt der Fläche dritter Ordnung mit einer 
Fische n^" Ordnung gelten. Man wird hieraus auf die Vermuthung geführt 
dads jede ebene Curve 3it*'"' Ordnung mit einem 19^ fachen Funkt in jedem der 
6 Fundamentalpunkte dem Durchschnitt einer Flfiche n'*' Ordnung mit der Flfiche 
dritter Ordnung entspricht. In der That Tfisst sich der oben (p. 362) ausge- 
sprochene Satz umkehren. Denken wir uns nämlich eine ebene Curve 3ii^' 
Ordnung mit einem i» fachen Punkte in jedem der 6 Fundamentalpunkte, so 
hängt dieselbe noch >on 

3n.3it+3 ß fi.n + l o ««+1 
2 ^-^— == ^— 2— 

Constanten ab. Ebensoviele enthält die aUgemeinste Durchschnittscurve der 
Fläche dritter Ordnung mit einer Fläche »**' Ordnung. Denn ist F=^0 die 
Fläche «% /'=0 die Fläche dritter Ordnung, M ein Factor der ii-3''" Ord- 
nung (it^3), so kann man bei der Betrachtung der Scbnittcurve F^Q er- 
setzen durch 

/?•+«/•= 0, 
nnd M so bestimmen^ dass nur 

ii + l. 11 + 2. 11+3 . «t.n— 1 n-2 ^ n.it + i 
6 ^ 6 ^ ^ 2 

Constante übrig bleiben. Man kann sonach durch irgend welche 3 ' ^ 
Punkte der Fläche dritter Ordnung, welche eben so viel Punkten der ebenen 
Curve entsprechen und sie vollständig bestimmen, eine Fläche n*^' Ordnung 
legen, deren Durchschnittscurve mit der gegebenen Fläche dann vollkommen 
bestimmt ist. Dieser Scbnittcurve entspricht eine Curve 3it*''' Ordnung in 
der Ebene, welche mit der ersten jene 3 ' Punkte gemein hat, also 

ganz mit ihr zusammenfällt. Daher entspricht wirklich jeder solchen ebenen 
Curve eine Raumcurve, welche ein vollständiger Durchschnitt ist. Zwar wurde 
oben ft^3 vorausgesetzt; indessen lehrt eine einfache Zählung, dass die 

n n -4-1 

Zahl 3 ' , *"^ welche hier alles ankommt, auch. bei « = 1, » = 2 noch 

die richtige bleibt. 

Jonni«! für Mathematik Bd. LXV^Heft 4. 47 



366 CUbseh, die Geomekie auf den FläAen driiter Ordmmg. 

Aas dem vorigen folgt, dass man jede ebene Curve zu einer solchen 
ergAnzen kann, welche einem voUstfindigen DnrchscbniU enlpricht, indem man 
nur eine Curve n'^"' Ordnung hinzufügt, welche die sechs Fundamentalpunkte 
beziehungsweise zu {n+n — a^idiclien Punkten hat. Penn beide Curven zu- 
sammen bilden dann eine Curve (n + »')**' Ordnung, welche die Fundamental- 
punkte zu [n+n!)l9Lc}\en Punkten hat. 

$. 3. 
Specielle Curven. Gerade und Kegelschnitte. 
Untersuchen wir jetzt einige der einfachsten Curven der Ebene und 
der Flfiche. Ausser den 6 Geraden welche in die Fnndamentalpunkte flber- 
gegangen sind, enthält die Fläche noch 21 andre. Von diesen haben 6 die 
Eigenschaft, dass jede 5 der ersteren trifft; diese 6 mit den ersten zusammen 
bilden eine SckläffliBche Doppelsechs. Man erhält die Abbildungen derselben, 
wenn man die sechs Kegelschnitte legt, deren jeder 5 der 6 Fundamental- 
pankte enthält (welche im Allgemeinen nie in einem Kegelschnitte liegen). 
Denn für einem solchen Kegelschnitt sind alle a gleich 1, bis auf eines, wel- 
ches Null ist, und man hat also 

iV=3. 2-5 = 1, 

d. h. die entsprechenden Raumcurven sind Gerade. 

Die ährigen 15 Geraden entsprechen den 15 Geraden, welche die 6 
Fundamentalpunkte paarweise verbinden. Denn fOr eine solche Gerade ist 
n =r 1 , zwei Grössen a sind 1 und die ährigen verschwinden. Daher 

JV=3. 1-2 = 1, 
wie es sein muss. 

Die Combinationen dieser 27 Geraden, welche Dreiecke etc. bilden, 
fndet man in der angefßhrlen Abhandlung des Herrn Schröter. 

Jede der 27 Geraden ist die Axe eines Ebenenbflschels, dessen Ebenen 
die Fläche driiter Ordnung in Kegelschnitten schneiden. Die Abbildungen 
dieser Kegelschnittschaaren erhält man, wenn man die Abbildungen der 27 
Geraden zu den Abbildungen vollständiger Durchschniltscurven dritter Ord- 
nung ergänzt. 

Die Glieder der Kegelschnittschaar, welche einer der Fundamental- 
g0fBden zugeordnet ist, müssen sich also als Curven dritter Ordnung abbilden, 
welche durch alle sechs Fundamentalpunkte gehen. Als Bilder von Kegelr 
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schnitten mflssen sie p^O^ also einen Doppelpunkt haben, und dieser muss 
in dem zugeordneten Fundamentalpuniit eintreten, entsprechend den zwei 
Punkten, die jeder Kegelschnitt des Bflschels mit der entsprechenden Geraden 
gemein hat. Hierdurch sind diese Curven in der That bis auf einen Para- 
meter bestimmt ; und jenen Kegelschnittsystemen entsprechen also Bflschel 
von Curven dritter Ordnung, welche durch die 6 Fundamentalpunkte gehen 
und in einem derselben einen Doppelpunkt haben. Da wegen der eindeutigen 
Beziehung zwischen Fläche und Bild Doppelverhältnisse entsprechender Cur- 
venbflschel immer gleich «ind, so entspricht auch der durch das Kegelschnitt^ 
bfischel auf der Geraden bestimmten Involution hier die Involution der Tan- 
gentenpaare der Doppelpunkte; und den Doppelpunkten der Involution dort, 
nämlich den Punkten, in welchen die Gerade von Kegelschnitten berührt wird, 
entsprechen hier die Doppelstrahlen der Involution, d. h. die Tangenten der bei- 
den in dem Bflschel auftretenden Curven mit Rflckkehrpunkten. 

Die Kegelschniltschaaren, welche einer als Kegelschnitt abgebildeten 
Geraden der Fläche zugeordnet sind, gehen in Bfischel von Geraden Aber, 
deren Scheitel in denjenigen Fundamentalpunkt fällt, durch welchen der Kegel- 
schnitt nicht geht. 

Die Kegelschnittschaaren endlich, deren zugehörige Gerade sich alF 
Gerade abbilden, gehen wiederum in Kegelschnittschaaren Ober; und zwar 
bildet eine solche Schaar einen Bflschel, dessen Grundpunkte diejenigen 4 Fun- 
damentalpunkte sind, durch Welche die entsprechende Gerade nicht geht. 



§. 4. 
Schnitt der Fliehe dritter Ordnung mit Flächen zweiter Ordnung. 

Der vollständige Durchschnitt der Fläche dritter Ordnung mit einer 
Fläche zweiter Ordnung bildet sich als Curve sechster Ordnung ab, welche 
in jedem der 6 Fundamentalpunkte einen Doppelpunkt hat*). Dieselbe kann 
insbesondere, ohne in Theile zu zerfallen, noch bis zu vier weitere Doppel- 
punkte erhalten, welche Berührungen der Fläche zweiter Ordnung mit der 
Fläche dritter Ordnung entsprechen. 

Aber die Raumcurve kann sich in eine Gerade und in eine Curve 
fünfter Ordnung auflösen, indem die Fläche zweiter Ordnung durch eine der 



*) üeber diese Raumcurve vgl. Bd. 63, p. 287 dieses Jonmats. 
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27 Geraden der Flfiche dritter Ordnung hindurch geht Nehmen wir zu 
dieser Geraden eine von denen, welche sich als Kegelschnitte abbilden, so 
wird die Abbildung der Raumcurve fQnfler Ordnung eine ebene Curve vierter 
Ordnung; dieselbe geht durch die 5 auf dem Kegelschnitt liegenden Fun- 
damentalpunkte und hat in dem sechsten einen DoppelpunJLt. Fikr die Ramm-' 
curve fünßer Ordmmg, tu welcher eine Fläche dritter Ordnung üo» einer 
Fläche zweiter Ordnung geechmtten wird^ welche eine Gerade mit dereelben 
gemein hat, iet also /» = 3, und femer, wenn d die AnuM von BerMhnmgen 
beider Flachen bezeichnet, bei welchen die Schnittcuree einen Doppelpunkt er- 
hält, r die Zahl derjenigen, bei welchen ein Ruckkekrpunkt auftritt: 

JV=5, Ä = 12-^2rf-3r, /f =:21-6rf-8r, 
;i = 2-rf-r, 5 = r, ^ = 32-12rf-«15r. 

Diese Curve hat Herr Sahnen als Raumcurve fünfter Ordnung und erster 
Species bezeichnet {ygV Sabnon, Geom. of three dim., 2'' ed., p. 279). 

Ist die Gerade in der Abbildung wieder eine Gerade, so wird die 
Abbildung der Raumcurve fünfter Ordnung eine Curve fflnfler Ordnung, welche 
durch die der Geraden angehörigen Fundamentalpunkte geht, und in den vier 
übrigen Doppelpunkte hat. 

Ist die Gerade eine der Fundamentalgeraden, so wird die Raumcurve 
fünfter Ordnung in eine ebene Curve sechster Ordnung abgebildet, welche 
die 5 andern Fundamentalpunkte zu Doppelpunkten, den ersten aber zum 
dreifachen Punkt hat. Denn auf der Geraden als der Flfiche zweiter Ordnung 
angehörig erzeugen die sie schneidenden Geraden der Flfiche eine Punkt* 
reihe a + ^6 = 0, auf derselben Geraden aber als der Flfiche dritter Ordnung 
angehörig schneiden die ihr entsprechenden Kegelschnittschaaren eine In- 
volution ti-fA9 = aus; beide Reihen haben drei Doppelpunkte, und diesen 
entsprechen die drei Zweige der Abbildung, welche durch den Fundamental- 
punkt gehen. 

Zweitens kann die Raumcurve sich in zwei sich nicht schneidende 
Gerade auflösen und in eine Raumcurve vierter Ordnung, indem zwei Er- 
zeugende der Flfiche zweiter Ordnung, welche derselben Schaar angehören, 
zu^eich Gerade der Flfiche dritter Ordnung sind. Nehmen wir für die^ 
Geraden solche, die sich in Kegelschnitten abbilden, so wird die Abbildung 
der ergfinzenden Raumcurve vierter Ordnung ebenfalls ein Kegelschnitt; und 
zwar geht derselbe durch die beiden Fundamentalpunkte, durch welche nur 
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je einer der andern Kegelschnitte hindurchgeht. Ffir diese Ranmcnre ist also 
jii = 0; es ist die bekannte Curve vierter Ordnung und zweiter Species*). 

Ist die Abbildung der einen Geraden ein Kegelschnitt, die der andern 
ein Fundamentalpunkt, der nicht auf ihm liegt, so ist das Bild der Raumcurve 
eine Curve vierter Ordnung, welche durch die flbrigen Fundamentalpunkte geht 
und in jenem einen dreifachen Punkt hat. 

Sind die Abbildungen beider Geraden Fundamentalpunkte, so ist das Bild 
der Raumcurve eine Curve sechster Ordnung, welche diese beiden zu drei- 
fachen, die flbrigen Fundamentalpunkte zu Doppelpunkten hat. 

Ist das Bild der einen Geraden ein Kegelschnitt, das der andern 
eine Gerade, welche zwei Fundamentalpunkte mit ihm gemein hat, so wird 
aus der Raumcurve eine Curve dritter Ordnung, welche durch die 3 andern 
Fnndamentalpunkte des Kegelschnitts geht, und in dem sechsten Fundamental- 
punkt einen Doppelpunkt hat. 

Ist das Bild der einen Geraden eine Gerade, das der andern ein nicht 
auf ihr liegender Fundamentalpunkt, so ist das Bild der Raumcurve eine 
Curve fflnfter Ordnung, welche durch die beiden Fundamentalpunkte der 
Geraden geht, den dritten Fundamentalpunkt zum dreifachen, und die drei 
andern zu Doppelpunkten hat. 

Sind endlich die Bilder der Geraden zwei Gerade, die einen Funda- 
mentalpunkt gemein haben, so ist das Bild der Raumcurve eine Curve vierter 
Ordnung, welche durch die zwei Fundamentalpunkte geht, welche nur einer 
der Geraden angehören, und Doppelpunkte hat in den drei Fundamentalpunkten., 
durch welche keine der Geraden geht. 

Drittens kann die Raumcurve sechster Ordnung sich in einen Kegel- 
schnitt auflösen und in eine Raumcurve vierter Ordnung. Nehmen wir für 
den Kegelschnitt einen solchen, welcher sich als Curve dritter Ordnung mit 
Doppelpunkt abbildet, so geht die Abbildung der Raumcurve vierter Ordnung 
in eine Curve dritter Ordnung Ober, welche durch die 5 Fundamentalpunkte 
geht, in welchen der Doppelpunkt nicht stattfindet. Für diese Curve ist also 
im Allgemeinen jii = 1 , und die Raumcurve vierter Ordnung ist also erster 
Bpecies. 

Ist das Bild des Kegelschnitts wieder ein Kegelschnitt, so wird das 



*) Die bemerkeoswertben und der Curve erster Species gegenüber verfaältoiss- 
mäsBig einfachen Eigenschaften dieser Curve finden ihre innere begründang wesent- 
lich darin, dass für diese p = 0, fUr jene aber p = 1 ist. 
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Bild der Raumcurve eine Cunre vierter Ordnung, welche darch die 4 Fan- 
damentalpunkte geht, welche dem Kegelschnitt angehören, und die beiden 
andern zu Doppelpunkten hat. 

Ist endlich das Bild des Kegelschnitts eine durch einen Fundamental- 
punkt gehende Gerade, so wird das Bild der Raumcurve eine Curve fftnfler 
Ordnung, welche auch durch jenen Fundamentalpunkt geht, und die 5 fibrigen 
zu Doppelpunkten hat. 

Endlich kann die Raumcurve sechster Ordnung in zwei RaumcurveB 
dritter Ordnung zerfallen, deren keine eine ebene ist. Da fflr jede solche 
Curve p =J0, so kann sie in der Ebene nur dargestellt werden durch eine Corve 
sechster Ordnung mit 10 Doppelpunkten, 
fflufier Ordnung mit 6 Doppelpunkten, 
vierter Ordnung mit 3 Doppelpunkten, 
dritter Ordnung mit 1 Doppelpunkt, 
zweiter Ordnung, 
erster Ordnung. 
Diese Ffille treten wirklich mit Ausnahme des ersten sfimmtlich ein, undl 
zwar folgendermassen. 

Eine Curve sechster Ordnung kann den Durchschnitt der Fliehe dritter 
Ordnung mit einer Fliehe zweiter Ordnung nur darstellen, wenn sie in den 
Fundamentalpunkten Doppelpunkte hat. Soll sie aber einer Raumcurve dritter 
Ordnung entsprechen, so muss der vollständige Durchschnitt noch eine andere 
Curve dritter Ordnung enthalten, welche in der Abbildung eine Curve 
nullter Ordnung giebt, d. h. der Rest des Durchschnitts muss aus 3 Fun«- 
damentalgeraden bestehen. In den entsprechenden Fundamentalpnnkten musa 
dann aber die Curve, wie oben gezeigt, dreifache Funkte haben, und die 
Curve sechster Ordnung muss also 3 Fundamentalpunkte zu dreifachen, die 3 
Übrigen zu Doppelpunkten haben, was in der That 10 Doppelpunkten äquivalent 
ist. Aber eine Curve sechster Ordnung kann nicht drei Doppelpunkte und drei 
dreifache Funkte haben ohne zu zerfallen. Ein durch die letzteren und zwei 
der ersteren gelegter Kegelschnitt triflTt sie in 13 Punkten und gehört ihr also 
ganz an. Die Curve löst sich also in drei Kegelschnitte auf, welche durch 
je fänf Fundamentalpunkte gehen, und man kommt auf den bekannten Satz, 
dass eine durch drei sich nicht schneidende Gerade der Flache dritter Ord- 
nung gelegte Fläche zweiter Ordnung die Fläche dritter Ordnung noch in 
drei anderen Geraden schneidet. 
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Eine Curve fOnfter Ordnung mit 6 Doppelpunkten stellt vereinigt inii 
einer Geraden den vollstfindigen Durchschnitt dar, wenn entweder die ersten 
6 Doppelpunkte in die Fundamentalpunkte fallen, oder nur ffinf derselben, 
wahrend die Gerade mit der Curve fflnfler Ordnung sich in einem Fundamen- 
talpunkte schneidet, oder endlich, wenn nur 4 Doppelpunkte der Curve fQnfler 
Ordnung in Fundamentalpunkte fallen, die anderen beiden Fundameutalpunkte 
aber Durchschnilte der Geraden und der Curve werden. Im ersten Falle 
Stelleu ohne weiteres beide Curven Raumcurven dritter Ordnung dar. Im 
sweilen Fall stellt die Gerade einen Kegelschnitt dar, welcher auf der Fläche 
dritter Ordnung liegt; man mOsste also noch eine Fundamentalgerade in dem 
volistindigen Durchschnitt enthalten sein lassen, damit die Curve fünfter Ord- 
nung eine Raumcurve dritter Ordnung darstellt. Wfire der entsprechende 
Fundamentalpunkt nun von demjenigen verschieden, durch welchen die Gerade 
geht, so mflsste in ihm die Curve fünfter Ordnung einen dreifachen Punkt 
haben, was nicht möglich ist ohne Zerfallen derselben. Fallen aber beide 
Fundamentalpunkte zusammen, so muss der auf der Geraden liegende dreifach, 
also von der Curve fünfter Ordnung noch sweimal geschnitten werden, diese 
hat also wieder alle Fundamentalpunkte zu Doppelpunkten, wie im ersten 
Falle. Das Gleiche beweist man ebenso für den dritten Fall. Es kamn abo 
eine Raumcurve dritter Ordnung dargeeleUt werden durch eine beliebige Gerade 
und durch eine Curve fünfter Ordnung, welche die Fundamentalpunkte iu 
Doppelpunkten hat, und »war liegen je zwei solchen verschiedenen DarsteUum- 
gen entsprechende Raumcurven immer auf derselben Fläche zweiter Ordnung. 

In ähnlicher Weise zejgt man, dass ein Kegelschnitt und eine Curve 
vierter Ordnung immer und nur dann zwei Raumcurven dritter Ordnung dar-- 
stellen, wenn ersterer durch drei Fundamentalpunkte geht, der letztere durch 
dieselben und in den drei andern Doppelpunkte hat; und zwar liefen beide 
Raumcurven dann immer auf derselben Fläche zweiter Ordnung. 

Endlich findet man sofort, dMS eine Curve dritter Ordnung mit einem 
Doppelpunkt immer und nur dann eine Raumcurve dritter Ordnung darstellt, 
wenn sie durch 4 Fundamentalpunkte geht und einen fünften zum Doppel- 
punkt hat. Geht eine zweite durch dieselben 4 Fundamentalpunkte und hat 
im sechsten einen Doppelpunkt, so liegen beide Raumcurven auf einer Fläche 
zweiter Ordnung. 

Man erkennt hieraus, dass es auf jeder Fläche dritter Ordnung 72 
Schaaren von Raumcurven dritter Ordnung giebt, welche den 72 Hälften der 
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36 Doppeleeek$em enteyred^em, mmd da$$ %wei Cmnen, die dem 

Uälflem dendhem Dappekeeheem ^mgeardmet $imd, immer amf eimer PImeke 

Mweiter Ordmmmg Hegern. 

Jede Cnnre derselben Schaar schneidet nimlich sechs Gerade der 
Oberfläche sweimal, und soU diesen, welche einander nicht schneldea maA 
also die Hilfte einer Doppelsechs bilden, zugeordnet heissen; sie schnridel 
die 6 Geraden, welche jene xu einer Doppebechs erginzen, gar nicht, mmk 
jede der übrigen 15 Geraden in einem Punkt. Jede Schaar enthalt, wie die 
Gerade in der Ebene, zwei WiUkürlichkeiten, und eine individuelle Cnrre ist 
also durch zwei Punkte bestimmt 

Jedea^ Sat% im der Ebeme, welcher eich mmr amf die Lage der Gebikk 
heüehl^ emtepriekt ako eim Sati amf der Pläehe dritter Or dm m mg , m>ohei «n 
SieUe einer Geradem jedeemal eine Rammemrte dritter Ordmmmg z« eetaem «1, 
welche jede eimem^ beethmmtem aber beliebig gewähltem Systeme com 6 eich meehl 
echmeiäemdem Geradem %mgeharige linie *wemmal trifft. So entspridit beispiela- 
weise Aem Satz vom voUstindigen Vierseit folgender: 

Vier beliebige R am m^ cu r v em dritter Ordmmmg deeedbem Sgetemte echmfidm 
eich im 6 PmmUem, welche man mach dmrch 3 weitere Cureem dee Sgwtfwm 
aerbimdem hemm. Dieee drei echndden eich im drei Pmmklem; ^erbimdet wmm 
ekeem deredbem ant dnem der erdem 6 Pumhte demrch dme Cmrpe dee Sgitemm^, 
eo echndden eidk jdmt in Idderem Pumkte 4 Cmrvem, deren Tangenten 
Btlechd bilden. 



S. 5. 

Schnitt zweier FL&chen dritter Ordnung. 

Ich will noch die Durchschnittscurve der Fläche dritter Ordnung mit 
einer anderen FMche dritter Ordnung discutiren, auf welche die Berlmer 
Academie die Aufmerksamkeit der Geometer neuerdings gelenkt hat. Diese 
Curve ist im Allgemeinen von der nennten Ordnung und bildet sich als ^ene 
Curve ab, welche in den 6 Fundamentalpunkten dreifache Punkte besitzt 
Wenn beide Fliehen sich noch (d-t r)mal berOhren, so dass in d Berflhrangs- 
punkten ein Doppelpunkt, in r BerOhrungspunkten ein Rfickkehrpunkt der 
Cnrre ratsteht, so hat man die Bestimmungen: 

A = 9, Ä = 36-2rf~3r, *r=81-6rf~8r, 
p = 10-rf-r, Ä = r, A = 144- 13i/-l5r. 
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Die06 Raumcarve kann aber in mannigfacher Weise zerfallen, und zwar zu* 
Qfichst in eine Gerade and in eine Raumcitrte achter Ordnung. Bildet sich 
die Gerade als Kegelschnitt ab, der durch fOnf Fundaroentalpunkte geht, so 
erscheint das Bild der Raumcurve achter Ordnung als Curve siebenter Ord- 
nung, welche jene f&nf Punkte zu Doj^pelpunkten, den sechsten aber zum 
dreifachen Punkt hat. Es ist also fQr diese Raumcurve: 

1V=8, Ä = 28-2rf-3r, ir=60-6d-8r, 
p = 7-rf-r, ß = r, ^ = 104- 12rf-.15r. 

Die allgemeine Raumcurve kann ferner in eine Raumcurve siebenter Ord^ 
mmg und eine Raumcurve zweiter Ordnung zerfallen, und zwar entstehen zwei 
verschiedene Arten von Raumcurven siebenter Ordnung, je nachdem die Raum- 
curve zweiter Ordnung ein Kegelschnitt ist, oder aus zwei isich nicht schnei- 
denden Geraden besteht. 

Bildet sich im ersten Falle der Kegelschnitt als Curve dritter Ordnung 
ab, welche in einem Fundamentalpunkt einen Doppelpunkt hat^ so wird das 
Bild der Raumctnre siebenter Ordnung und erster Species eine Curve sechster 
Ordnung, welche durch jenen Fundamentalpunkt geht, und die fflnf anderen 
zn Doppelpunkten hat. Man hat also die Bestimmungen: 

iV=7, Ä = 22-2rf-3r, /f=45^6rf-8r, 
;, = 5-rf-r, Ä = r. ^ = 76-12i/-15r 

Im zweiten Falle kann man die beiden Geraden als Kegelschnitte ab- 
bilden. Das Bild der Rmimcm^e siebenter Ordnung und siweiler Species wird 
dann eine Curve fQnfler Ordnung, welche durch die vier beiden Kegel- 
schnilten gemeinsamen Fundamentalponkte geht und in den beiden anderen 
Doppelpunkte hat. Es ist also: 

A^=7, Ä==20-2rf-3r, /ir= 39-6rf-8r, 
p = 4-rf-r, J? = r, ^ = 64-12rf-15r. 

Drittens kann sich die Raumcurve neunter Ordnung in eine Curve 
sechster und in eine Curve dritter Ordnung auflösen. Ist diese eine ebene, 
durchschneiden die beiden Flächen dritter Ordnung sich also in einer ebenen 
Curve dritter Ordnung, so muss der Rest ihres Durchschnitts auf einer Flfiche 
zweiler Ordnung liegen, und also entweder in der oben betrachteten Raum- 
curve sechster Ordnung oder in einer ihrer Zerffillungen bestehen. Es ist 
also, wenn die Curve dritter Ordnung nicht zerfallen soll, nur noch der Fall 

/oornal für Mathenutik Bd. LXV. Heft 4. 48 
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»ü untersuchen, wo ein Theil des DurchnehniUs ehieRamncurve drittctr Oril-^ 
Bnng ist. Bilden wir diese als ebene €urve fanfler Ordnung ab, welche alte 
Fundamentalpunkte zu Doppelpunkten hat, so stellt sich das Bild der fibrig'-k 
bleibenden Raumcuree sechster Ordnung und isymter Speeies als Curve vierter 
Ordnung dar, welche durch alle Fundamentalpunkte geht. Diese Raumciirve 
ist Hesse s Curte der KegelsfriUen. Fflr dieselbe ergeben sich die BeslimmuDgen) 
N=^6, Ä=*16-2rf-^3r, ür=30-6rf-.8r, 
p^S'-d-r, B = r, ^ = 48-12rf-15r. 
Wenn die Curve dritter Oronung aus Theilen besteht, so kann sie 
entweder in drei sich nicht schneidende Gerade oder in Gerade und KegelschniU 
zerfallen^ und zwar kann inan annehmen, dass letzlere sich nicht schneiden, 
weil der Gegenfall nur eine specietle Raumcurve dritter Ordnung liefert. 

Besteht aber ein Theil des Durchschnitts zweier Flächen dritter Ord- 
nung aus einem Kegelschnitt und einer Geraden, welche den9elben nicht trifft, 
so kann man den Kegelschnitt als Curve dritter Ordnung abbilden, welche 
den Fundamentalpunkt (a) zum iioppelpunkt hat und durch die übrigen hin- 
durchgeht; die Gerade kann dann entweder als Kegelschnitt abgebildet wer- 
den, welcher durch erstem Funkt und durch fünf der letztern geht, oder als 
Gerade, welche durcli erstem Punkt und einen der letztern geht. Diese nei- 
den Fälle sind aber nicht verschieden. In beiden Fällen ist der gegebene 
auf der Fläche liegende Kegelschnitt einer gewissen Geraden zugeordnet, un 
diese und die g^ebene Gerade .Mien keine andere Bedingung zu erffllle. 
als ,dass sie sich treffen. Wir brauchen dabei; nur einen Fall zu betrachten« 
etwa den ersten,, i^ welchem sich die ergänzende Raumcurve sechster Ord- 
DUng als Curve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt abbildet. Man hat 
fflr diese Raumcurve sechster Ordnung und driller Speeies daher folgende Be- 
stimmungen : 

iV=6, Ä = 14-2rf-3r, /ir=24~6rf-8r 
|i = 2-rf-r, Ä = r, ^ = 36-12d-15r. 
Wenn endlich ein Theil des Durchschnitts aus drei einander nicht treffenden 
Geraden besteht, so kann man diese als Kegelschnitte abbilden, und der flbrig- 
bleibenden Raumcwrte sechster Ordnung und werter Speeies entspricht dann 
eine ebene Curve dritter Ordnung, welche durch die drei Fundamentalpunkte 
geht, in welchen sich nur zwei Kegelsefanttle treffen. Man erhält sonach: 
JV=6, Ä = 12-2rf-3r, Ä = 18^6rf~8r 
;i = l-.d-.r, 5:t=r, ^=:24~I2d-15r. 
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Ich komme nun za.dem i^chon von Hm. Salmon behandelten Fall, wo 
die Raumcurre neunter Ordnung sich in eine Raumcnrve fOnfler Ordnung und 
in eine Curve vierter Ordnung auflöst. 

Ist die Raumcurve vierter Ordnung zugleich erster Species, so kann 
man sie als Curve fünfter Ordnung abbilden, welche durch einen Fundamental- 
punkt geht, und die fünf übrigen zu Doppelpunkten hat. Das Bild der flbrig- 
bleibenden Raumcurve fünfter Ordnung ist also eine Curve vierter Ordnung, 
welche durch die letzten fünf Fundamenfalpunkte geht, und den ersten geum 
Doppelpunkt hat. Daher wird 

iV = 5, ß = l2-2rf-3r, /r= 21 ^6c/-8r, 
p = 2-d-r, B^r, ^ = 32-12rf-15r. 

Die Curve ist nicht verschieden von der Raumcurve ffliifler Ordnung 
und erster Species, welche mit einer Geraden zusammen den Durchschnitt 
einer Fl&che zweiter Ordnung mit einer Fläche dritter Ordnung bildet. 

Ist die Raumcurve vierter Ordnung zweiter Species, so kann man sie 
als Curve fünfler Ordnung abbilden, welche durch zwei Fundamentalpunkte 
geht, drei andere zu Doppelpunkten und einen zum dreifachen Funkt hat. 
Die Raumcurve fünfter Ordnung und i&weiier Species (Salmon) bildet sich dann 
ab als Curve vierler Ordnung, welche durch drei Fundamentalpunkt^ geht 
und zwei zu Doppelpunkten hat. Es ist also: 

]V = 5, H = JÖ-2rf-3r, AT- 15 -6rf~8r, 
;>=i:-rf-r, -B = r, ^ = 20-12rf-15r. 

Zerfallt die Uaumcurve vierter Ordnung, und zwar zunächst in eine 
Curve dritter Ordnung und eine Gerade, so muss erstere eine Raumcurve 
sein, weil sonst eine Gerade existiren würde, welche die Curve dritter Ord- 
nung dreimal und noch diese Gerade träfe, also den Flftchen dritter Ordnung 
ganz angehören müsste, so dass der Rest des Durchschnitts noch weiter zer- 
fiele. Eine Raumcurve dritter Ordnung und eine Gerade bilden aber, wenn 
sie sich zweimal treffen, einen speciellen Fall der Raumcurve vierter Ordnung 
und erster Species. wenn sie sich einmal treffen, einen speciellen Fall einer 
Raumcurve vierter Ordnung und zweiter Species. Es ist also nur noch der 
Fall zu untersuchen^ wo beide Curven sich nicht treffen. Wird dann die 
Curve dritter Ordnung als Curve fünfler Ordnung abgebildet, welche alle Fun- 
dHmentalpunkte zu Doppelpunkten hüt, so wird das Bild der Geraden ein durch 
fünf Pundamentafpunkto gelegter Kegelschnitt. Ferner wird das Bild der 
Ubrigbleibenden Raumcurve fünfter Ordnung und dritter .Species (Sat^noii) »in 

48* 



376 Clebsek, die Geometrie amf den FUMen driUer Ordnung. 

Kegelschnitt, welcher durch den sechsten Fnndainenlalpunkt geht, und man 
hat also, indem d^ r nothwendig verschwinden, ffir diese Corve: 

JV=5, Ä = 8, Ä=9 

jii = o, i?=o, i4 = a 

Andere Zerfällnngen der Ranmcurve vierter Ordnung fähren auf keine 
neueq Raumcurven fünfler Ordnung. Zwei Kegelschnitte im Raum sind, wenn 
sie sich in swei Punkten treffen, ein specieller Fall einer Raumcurve vierter 
Ordnung und erster Species; treffen sie sich in einem Punkt, so bilden sie 
eine . specielle Raumcurve vierter Ordnung und zweiler Species. Sollen sie 
sich gar nicht treffen, so müssen sie derselben Geraden zugeordnet sein, und da 
diese dann von beiden zusammen in 4 Punkten geschnitten wird, so muss 
auch sie dem Durchschnitt angehören, und es bleibt ffir den Rest nur noch 
eine Curve vierter Ordnung übrig. — Besteht die Raumcurve vierter Ordnung 
aus einem Kegelschnitt und zwei sich nicht schneidenden Geraden, welche 
auch den Kegelscnitt nicht treffen, so tritt etwas ähnliches ein; beide Gerade 
müssen dann die dem Kegelschnitt zugeordnete Gerade treffen, die also von 
den verschiedenen Theilen der Raumcurve vierter Ordnung in 4 Punkten ge-- 
troffen wird, und also selbst dem Durchschnitt angehören muss. Und wenn 
endlich die Raumcurve vierter Ordnung sich in 4 sich nicht schneidende Gerade 
auflöst, so enthält die übrigbleibende Raumcurve fünfter Ordnung jedenfalls 
die beiden Geraden, welche die vier gegebenen Geraden sfimpitlich treffen. 

§. 6. 

Uebertrag^ng ebener Sätse auf die Fläche dritter Ordnung. 
Von allen auf einer FKche dritter Ordnung liegenden Raumcurven 
scheinen diejenigen von besonderer Wichtigkeit, welche sich als Curven n*''' 
Ordnung von allgemeiner Lage abbilden, d. h. welche die 6 Fundamental- 
geraden nicht schneiden. Eine solche Curve, wenn sie auf der Flüche dritter 
Ordnung noch d Doppelpunkte und r Rflckkehrpunkle hat, besitzt nach §. 3 
folgende charakteristische Zahlen: 

iV=3ii, Ä==ii(ii+3)-2d-3r, K=^Sn'-6d-^8r, 

p^^LzlJLzl^d^r, B==r, J = 6ii(n-l)-12rf-15r. 

Die einfachsten Curven dieser Art sind erstlich Raumcurven dritter Ordnung, 
wie schon in §. 4 aus einander gesetzt wurde; sodann Rmimeunem eeeketer 
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Ordmmg wnd werter Spedes, welche sich als Kegelschnitte abbilden, und fOr 
welche 

p = 0, ,« = 0, A = i2. 

Alte Cureen solcher Art bilden ein System, welches den gesammten 
algebraisdhen Curten der Ebene entspricht, und welche sofort die Uebertragung 
der für letztere geltenden Säti&e auf die Fläche dritter Ordnung gestatten. 

Ein solches System ist immer (vgl. §. 4) einer Hfilfte einer Doppelsechs 
xugeordnet, so dass eine Curve n**' Ordnung des Systems jede Gerade der zu- 
geordneten Hfilfte 2iimal, jede Gerade der anderen Hfilfte gar nicht, die 15 
flbrigen Geraden aber je nmal trifiTt. Es giebt also 72 solcher Systeme, deren 
jedes die Uebertragung von Sätzen der Ebene gestattet. Je &wei solche 
Systeme sind cofyugirt, und Je sswei Raumcureen gleich hoher Ordnung n, die 
eonjugirten Systemen angehören, bilden den vollständigen Durchschnitt der 
Flache dritter Ordnung mit einer Flache 2n'''' Ordnung. 

Als Specimen will ich folgende Sfitze angeben, welche sich auf eine 
Rtmmeurve neunter Ordnung beziehen, welche die 6 Geraden einer Hfilfte einer 
Doppelsechs in je 6 Punkten schneidet, die Geraden der anderen Hfilfte nicht, 
und durch die Zahlen charakterisirt ist: 

iV = 9, Ä = 18, /f=27, 

jii = l, 5 = 0, yl = 36. 

In dem System, welchem die Curve angehört, giebt es 9 Raumcurven dritter 
Ordnung, welche die Raumcurve neunter Ordnung dreipunktig berühren. Von 
den 9 Berührungspunkten liegen 12mal drei auf einer neuen Raumcurve dritter 
Ordnung, die dem System angehört. 

Die 12 neuen Raumcurven ordnen sich in 4 Tripel, und je zwei 
Curven eines Tripels schneiden sich in einem weiteren Punkt Die 12 neuent- 
standenen Punkte bestimmen wieder 9 Raumcurven dritter Ordnung des Systems. 
Jede der letztem geht durch 4 jener 12 Punkte und ist einem der 9 Berührungs^ 
punkte zugeordnet; sie schneidet die Curve neunter Ordnung in 3 Punkten, 
und wenn man in jedem dieser Punkte die berührende Raumcurve dritter 
Ordnung des Systems an die Curve neunter Ordnung legt, so geht sie durch 
den zugeordneten Berührungspunkt. Die^e 3 Berührungscurven mit der ur^ 
sprüngKch in jenem Punkt berührenden bilden ein System , dessen Tangenten, 
in dem zugeordneten Berührungspunkt gezogen, ein beMimmtes DoppeherhdU'^ 
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miM9 haben; die$ DappeherhäUniu ut im den 9 BerUknmg$pwHktem danMe, 
und gleich dem DoppelverhäUmsi der Tangenten der 4 Raumcunen 'dritter 
Ordnung des Systems, welche man von einem Punkte der Curve neunter Ord-- 
nung aus so legen kann, dass sie die Ouree in einem andern Punkte 6e- 
riihren u. s. w. 

Ich werde in einem andern Aufsatze weitere Anwendangen der hier 
niedergelegten Theorie geben. Hier will ich nur noch die besonderen FfiUe 
kurs berflhren, welche bei der Abbildung sich darbieten icönnen. 

Elftche dritter Ordnung mit einem Knotenponkt. 
Wenn die 6 Fundamentalpunkte in einöm Kegelschnitt v oder wenn 3 
ddraelben auf einer Geraden liegen, so ist dies immer ein Zeichen dafflr, dass 
die Fliehe dritter Ordnung einen Knotenpunkt besilst^ und «war muss immer 
einer dieser beiden Fälle eintreten, damit ein Knotenpunkt existire. Ich will 
nur den ersten als den symmetrischen Fall als immer möglich nachweisen. 
Bekanntlich kann man die Gleichung einer FlSche dritter Ordnung, welche den 
Punkt a^|=:a^tea?3:t=0 zum Knotenpunkt hat, in der Form dai'stellen: 

(1,) 0:4/(0?,, X2,a:j) = (p(xi,X2,Xy), 

wo f eine homogene Function zweiter Ordnung, (p eine solche dritter Ord- 
nung ist. Man kann also setzen: 

was mit ersterer Gleichung äquivalent ist, und zugleich die Coordinalen als 
homogene Functionen dritter Ordnung der Parameter x, l, fi aufweist. Die 6 
Punkte nun, welche den Curven 

x.f^O, iY=0, Ai./==0, y = 

gemein sind, sind also die Schnittpunkte von /= und 9> = 0, also auf dem 
Kegelschnitt f=^ gelegen. 

Umgekehrt sind in jedem System von Curven dritter Ordniing, welches 
durch 6 auf einem Kegelschnitt f^O liegende Punkte gehen soll, die Curveu 
x./=0, i:/=0, fi.f^O enthalfan, und diese mit einer vierten Gnrve y = 
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hr89M alle • waitereii Oorven des Systems Eiiear au» sieh znsafmiMitsetzen; 
Daher kann man, wenn 6 solche Fundamentalpunkte auf eüiem Kegelschnitt 
^•=.0 gegeben sind, die Coordinaten der entsprechenden Flfiche ininier durch 
die Formeln (2.) darstellen,' weiche auf die Gleichung (1.) snrfickfüfaren, also 
eine Flfiche mit Knotenpunkt darstellen. 

Die 6 Geraden, welche sich früher als 6 Kegelschnitte abbildeten, 
fallen hier in den einen Kegelschnitt f^O zusammen; und da fflr /*=0 
immer o?!^, d^, x^ verschwinden, so sieht man, i/hm dieser Kegelschnitt nur 
das BUd des Knotenpunkts ist. Die 6 Fundamentalpunkte entsprechen den 
6 Geraden der Fläche, welche €on dem Knotenpunkte ausgehen; 6 andere 
fallen aus, und die 15 fibrigen sind nach wie vor durch die Verbindungs- 
linien der 6 Fundamentalpunkte dargestellt. 

Diese Geraden bilden also die Linien eines FMca&chen Sechsecks; 
und indem man bemerkt (wie unten gezeigt werden soll), dass jede Gerade, 
welche nicht durch die Fundamentalpunkte geht, das Bild einer ebenen Curve 
dritter Ordnung ist, welche die jenen Punkten entsprechenden Geraden trittl, 
und im Knotenpunkt der Flfiche einen Doppelpunkt hat, erhfilt man aus 
Uebertragung der Sätze vom Pascalschen Sechseck folgende Theoreme: 

Auf der Fläche dritter Ordnung mit iinem Knotenpunkt schneiden sich 
9on dem 15 Geraden, welche nicht durch den Knotenimnki gehen, 45 mal ztoei 
in etnem Punkte p* 

Von den 45 Punkten ,p liegen ßOmat drei auf einer ebenen Cmre 
dritter Ordnung P, welche gam in der Fläche Hegt, jede der 9 Geradeuj, 
welche nicht durch einen ihrer Punkte p und nicht durdi den Knotenpunkt gehl, 
schneidet, und im Knotenpunkt selbst einen Doppelpunkt hai. 

Von diesen 60 Cureen P schneiden sich 20mal drei im einem Punkte 
g, und ßOmal drei in einem Punkte h der Ptädke. 

Es giebt 20 Cureen x gleicher Art, deren jede durch einem Punkt g 
und durch 3 Punkte h geht. 

Diese 20 Curven x schneiden sich z« eier m 15 Punkten g. 

Von den Punkten g liegen ISmal 4 auf einer weiteren Curte J der^ 
selben Art. 

Die Beziehungen, welche in diesem Falle zwischen den Funkten der 
Flfiche und deren der Ebene stattfinden, können direct durch Centralprojeotion 
dargestellt werden, bei welcher die Ebene eine beliebige, das Projections- 
eentmm aber der Knotenpunkt ist. Man kommt also auf die Methoden zurflck. 
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welche Herr Chaelee sor Abbildung einer Fläche zweiter Ordnung ange- 
wandt hat. 

Hat nftmlich, wie vorhin, der Knotenpunkt die Coordinaten 0, 0, 0, 1, 
80 werden die Coordinaten eine? Punktes, welcher auf der Verbindungslinie 
des Knotenpunkts mit einem Punkte der Fläche liegt: 

Soll nun der Punkt l in einer bestimmten Ebene liegen, als welche 
die nicht durch den Mittelpunkt gebende Coordinatenebene genommen werden 
mag, so ist ^4 = 0, also (lar« -— a Ana der Gleichung der Fläche hat man 

daher wenn man y- an die Stelle von o setzt: 

was die Formeln (2.) sind. Es ist also in der That der dort mit Xy l, /i be- 
zeichnete Punkt als Projection von a; anzusehen. 

Hieraus erklärt sich die obige Bemerkung, dass eine Gerade die Ab« 
bildung einer ebenen Curve dritter Ordnung isL, welche den Knotenpunkt zum 
Doppelpunkt hat. Es ergiebt sich aber Oberhaupt die Methode zur Behandlung 
dieser Fläche, und die Uebertragung ebener Sätze auf dieselbe. Das Gleiche 
gilt von noch specielleren Flächen, welche immer als besondere Fälle der vori- 
gen anzusehen sind. Dasselbe gilt flbrigens von jeder Fläche n'^ Ordnung 
mit einem Knotenpunkt, dessen Tangentenkegel von der (n— 1)'*" Ordnung ist; 
f z. B. von der S^einerschen Fläche vierter Ordnung. 

Giessen, den 22. October 1865. 
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lieber die NoiToalen der Kegelschnitte. 

(Von Herrn C. F. Getier in Zürich*)). 



1. W enn man bei den Kegelschnitten neben Punkten und Tangenten 
als bestimmende Elemente die Normalen einfahrt^ so kann man sich die Auf- 
gabe stellen: einen Kegelschnitt zu finden, welcher durch a Punkte geht, 
ß Geraden berührt und y andere Geraden zu Normalen hat, wo a, /?, y po- 
sitive ganze Zahlen (die einbegriffen) bedeuten, und ct + ß+y = 5 ist. Diese 
Aufgabe enthält 21 von einander verschiedene in sich, von denen die 6, welche 
dem Falle y = entsprechen, bereits durch Brianchon in seinem „Memoire 
sur les lignes du second ordre^ gelöst worden sind. Die Uebrigen lassen 
sich, specielle Fälle ausgenommen, mit Hülfe von Zirkel und Lineal allein 
nicht lösen, so dass als einziges Interesse zurückbleibt, für jede der gegebe- 
nen Aufgaben die Anzahl der möglichen Kegelschnitte anzugeben. Diess ist 
durch Steiner (dieses Journal Bd. 55, pag. 376) geschehen, und der vorlie- 
gende Aufsatz hat den Zweck, die Richtigkeit der dort gegebenen Resultate 
darzuthun. 

2. Wir fassen zunächst den Begriff der Normalen etwas allgemeiner, 
indem wir einen Kegelschnitt K mit einer seiner Normalen n und der zuge- 
hörigen Tangente / auf irgend eine Ebene central projiciren. K wird wieder 
ein Kegelschnitt, t eine Tangente, welche nun durch einen bestimmten Punkt 
geht, nämlich durch denjenigen, welcher dem unendlich entfernten Punkte der 
zur Normalen senkrechten Richtung entspricht. Es kann also für einen Kegel- 
schnitt die Bedingung, eine gegebene Gerade zur Normalen zu haben, auch 
ausgesprochen werden: der Berührungspunkt einer der beiden von einem 
Punkte p aus an den Kegelschnitt gezogenen Tangenten soll auf einer gege- 
benen Geraden n liegen, oder die Polare von p soll die Gerade it auf dem 
Kegelschnitte selbst treffen. Künftighin sollen p und n zusammengenommen 
ein Normalenelement genannt werden. 



*) Obgleich sich ans den Arbeiten des Herrn Chasles (Comptes rendus de Taca- 
d^mie des sciences de Paris^ ann^e 1864) die Prineipien^ auf welche sich meine Ab- 
leitungen stützen, mit Leichtigkeit ergeben, so habe ich doch geglaubt, dass die hier 
gegebene directe Verificirung unbewiesener Sieinerscher Resultate nicht ohne Interesse 
sein würde. 0. 

Jonnial fSr Iftathematik Bd. LXV. Heft 4. 49 
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3. Jetzt ist an Stelle unseres Problems ein allgemeineres getreten, in 
welchem die Normalenelemente dieselbe Rolle spielen, wie in dem beschränk- 
teren die Normalen. Aber wir haben sofort den Vortheil, dass die 15 noch 
zu lösenden Aufgaben auf eine geringere Anzahl sich reduciren, da wie ge- 
zeigt werden soll, die Aufgabe: einen Kegelschnitt zu bestimmen, der a Punkte 
enthält, ß Gerade berührt und an y Normalenelemente gebunden ist, zusam- 
menfällt mit der andern : einen Kegelschnitt zu finden, der ß Punkte enthält«, 
a Gerade berührt, und an y Normalenelemente gebunden ist. 

In der That, sei K ein Kegelschnitt, (/?, n) ein Normalenelement, b 
der Berührungspunkt auf n, und t die durch p nach b gezogene Tangente, 
dann erhält man durch Polarisation nach einem beliebigen Kegelschnitte aus 
K einen Kegelschnitt Ä', aus p eine Gerade p', aus n einen Punkt n'. Ferner 
wird b zu einer Tangente 6' an K', t zum Berührungspunkte «' derselben, 
und zwar liegt der Berührungspunkt ( von b\ welche eine aus n' an K ge- 
zogene Tangente ist, auf p\ d. h. /?' und fi sind wieder ein Normalenelement. 
Dass die a Punkte und ß Tangenten ihre Rollen vertauschen, bedarf keines 
Beweises. 

4. Nach diesen Betrachtungen bleiben noch 9 von einander verschie- 
dene Aufgaben übrig, zu deren Lösung wir eines Satzes aus der Theorie 
der algebraischen Curven bedürfen. Nämlich: Wenn jede der durch einen 
gegebenen Punkt p gehenden Geraden eine vorgelegte Curve in n Punkten 
schneidet, so ist diese Curve vom w**"" Grade. In unserer Entwicklung wer- 
den nun die Schnittpunkte auf den Geraden gezählt, welche durch einen sin- 
gulären, d. h. vielfachen Punkt der Curve gehen; es ist klar, dass dann der 
gesuchte Grad der Curve gegeben wird durch die Summe der beiden Zahlen, 
welche 1) die Anzahl der Punkte auf einer solchen Geraden ausserhalb des 
singulären Punktes und 2) die Yielfacbheit des singulären Punktes angeben. 

5. Soll jetzt die Anzahl der Kegelschnitte gefunden werden, welche 
a Punkte enthalten, ß Tangenten berühren und an y Normalenelemente ge- 
bunden sind, so greifen wir aus den Normalenelementen irgend eines, z. B. 
{p, n) willkürlich heraus. Dann wird durch die a Punkte, ß Tangenten und 
die übrigen y — \ Normalenelemente eine Schaar von Kegelschnitten bestimmt, 
an welche von p aus alle möglichen Tangenten gelegt werden können. Jede 
derselben berührt in einem Punkte und wir wollen den Grad des Ortes dieser 
Berührungspunkte finden. Auf einer beliebig durch p gezogenen Tangente wer- 
den dann offenbar so viele der Berührungspunkte liegen, als Kegelschnitte durch 
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a Punkte, ß + i Tangenten, y — i Normalenelemente bestimmt sind, und der 
Punkt p ist als sovielfacher Punkt zu zählen, als Kegelschnitte bestimmt sind 
durch a + 1 Punkte, ß Tangenten und y— 1 Normalenelemente. Sei also die 
zuerst gesuchte Zahl Oi, die zweite 02, so ist ai+ch der Grad der gesuchten 
Curve. Diese schneidet n in ai + ch Punkten, und daraus folgt, dass ai + a^ 
die Anzahl der Kegelschnitte ist, welche a Punkte, ß Tangenten und y Nor- 
malenelemente enthalten. Durch Recursion , kommt man also sofort von y 
auf y — i'i und unter Benutzung der Brianchonschen Resultate für y = kön- 
nen die 9 äbrig gebliebenen Aufgaben gelöst und die S^/efi>6rschen Angaben 
bestätigt werden. 

Zürich, den 9. Januar 1866. 
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Satz aus der Lehre von den Kegelschnitten. 

Anflsag ans einem Sehreiben an den Heransgeber. 
(Von Herrn 0. Hesse in Heidelberg.) 



Jtiis ist ein in der Geometrie bekannter Satz: „Wenn man von den 
Ecken eines Dreiecks nach den Schnittpunkten der gegenüberliegenden Seiten 
und eines Kegelschnittes sechs gerade Linien zieht, so berähren dieselben 
einen Kegelschnitt.^ Es soll nun die Aufgabe sein: ^Wenn die Gleichungen 
der Dreieckseiten a=0, 6=0, c=0 und die Gleichung des dieselben schnei- 
denden Kegelschnittes fioo^y^z) = gegeben sind, die Gleichung des berührten 
Kegelschnittes zu finden.^ Die Auflösung der Aufgabe ist folgende: 

Es seien a^ b, c A\e linearen homogenen Ausdrücke der Punktcoor- 
dinaten : 

(1.) a = a''x+fry+fz, b = a'x+fry + y% c = a^'x + f^y+fz. 

Setzt man die aus diesen Gleichungen sich ergebenden Werthe der Punkt- 
cpordinaten x^ y, z^ ausgedrückt durch die Dreieckcoordinaten a, b^ c^ in die 
Gleichung des gegebenen Kegelschnittes f{x^y,i) =Q^ so nimmt dieselbe die 
Gestalt an: 

(2.) a,x,a* + an6^+a:j2C^ + 2a,2 6c+2a.nro + 2a„ia6 = 0, 

und man kann annehmen, dass die Gleichung des die Dreieckseiten schnei- 
denden Kegelschnittes gleich in dieser Form gegeben sei. 

In dieser Voraussetzung hat man nach der neunten meiner 1865 her- 
ausgegebenen Vorlesungen zwischen den Liniencoordinaten u^ n, w und den 
Dreieckliniencoordinaten et, ß, y die Relationen: 

(3.) u = a''a + a!ß+ay, r = ß'oi+(fß + ß''Y, to = A + y7^ + />. 
in Beziehung auf welche sich die Gleichung des berührten Kegelschnittes so 
darstellt: 

(4.) »11022«' + »i2Ö««»^" + ««i.«ii/'^-2«i2fl^i)/^;' — 2a,oöji7«-2ao^ 

Der Beweis kann ohne Schwierigkeit mit Hülfe der beiden am Ende 
der genannten neunten Vorlesung aufgeführten Parallelsätze geleistet werden. 

Heidelberg, 1865. 
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